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PREFACIO 


La colección en cuestión de problemas y ejercicios corresponde al 
programa de Geometría Descriptiva para los Centros de Enseñanza 
Superior de las especialidades de Construcción de maquinaria, de 
Construcción de aparatos y Mecánico-tecnológicas. 

Esta colección está compuesta en correspondencia y conforme al 
manual de V. O. Gordon y M. A. Sementsov-Ogui yevski «Curso 
de Geometría Descriptiva» del cual se han incluido en esta colección 
toda una serie de ejercicios y problemas. 

Los autores de este libro han pretendido ayudar en su trabajo 
individual a aquellos que estudian el curso mencionado. Esto fue 
precisamente io que determinó el carácter dei material expuesto, a 
saber: ¡a demostración del proceso de resolución de toda una serie de 
problemas tipo, referentes a las cuestiones fundamentales del curso. 
Al mismo tiempo se dan las condiciones de los problemas para su 
resolución individual. Los datos de la mayoría de los problemas son 
similares a los datos de los problemas resueltos, pero hay problemas 
sin prototipos resueltos, lo que exige de los estudiantes más indepen¬ 
dencia e iniciativa creadora. 

La limitación del curso de Geometría Descriptiva en horas y su 
estudio, por lo general, en un semestre determina la limitación pro¬ 
gramática del círculo de cuestiones que se examinan. Evidentemente, 
éste es el mínimo extremo del que partieron los autores al componer 
este libro. 

En lo fundamenta!, los problemas resueltos 1 * y los propuestos 
para su resolución se refieren a la combinación mutua de ios elementos 


1 Sus números van afectados de una estreliita. 
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geométricos y su disposición en el espacio y al empleo de los métodos 
de transformación del dibujo por medio del giro de los planos de pro¬ 
yección y de introducción de planos auxiliares de proyección. Los 
objetos de estudio son los puntos, líneas rectas y curvas, superficies 
planas y otras: por separado y en su posición recíproca. Se examinan 
problemas de determinación de las distancias y los ángulos, de construc¬ 
ción de las proyecciones axonometrías (rectangulares) isométricas 
y dimétricas (con doble reducción por el eje y). 

Los dibujos, en lo fundamental, se dan en su ejecución por etapas. 
Esto facilita su lectura y el examen de la sucesión de su construcción. 
Para comprender mejor la esencia de la tarea y tener mejor represen¬ 
tación del cuadro espacial, en algunos de los problemas resueltos se 
dan representaciones claras. Se dan también ejemplos de composición 
del plan de resolución del problema y del análisis de los resultados 

obtenidos. 

Semejantes colecciones de problemas de Geometría Descriptiva 
con sus resoluciones ya se editaron, por ejemplo, en el año 1928 «Colec¬ 
ción de problemas de proyecciones ortogonales con resoluciones deta¬ 
lladas» de S. K. Ruzhentsov y B. A. Ivanov. La experiencia demuestra 
su utilidad. 

La particularidad de esta colección es la existencia de las respuestas 
de los problemas propuestos para su resolución individual. ¿ Se ha 
resuelto correctamente el problema? En la mayoría de los casos, al 
resolver los problemas independientemente, esta pregunta queda 
abierta, lo cual dificulta el trabajo del estudiante. Para que él mismo 
pueda convencerse de que el resultado obtenido por él es correcto, en 
el libro se dan las respuestas. Estas respuestas vienen dadas en forma 
textual y gráfica en dependencia de las tareas planteadas en el pro¬ 
blema. La respuesta del problema en forma de dibujo contiene la posi¬ 
ción de los elementos buscados en el fondo de la tarea. 

En la colección, en lo fundamental, se dan los dibujos con indica¬ 
ción del eje x como base de referencia de las dimensiones al efectuar 
las construcciones y para la comodidad al dibujar de nuevo las tareas. 
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La existencia del eje x como línea directriz facilita la introducción en 
el dibujo de cualquier información y la construcción de los dibujos- 
respuestas. Si el eje x no se muestra (como se ha hecho en algunos 
problemas), su función para la lectura de las dimensiones puede ser 
atribuida a cualquier recta del dibujo dado. Todo esto se encuentra 
en relación lógica con los dibujos técnicos, donde siempre existe la base 
de lectura, aunque no se muestre así como en la Geometría Descrip¬ 
tiva. No obstante, ei eje x conserva su propio significado de línea de 
intersección de los planos de proyección V y H, lo que tiene importan¬ 
cia para representarse mejor el cuadro espacial de la posición que se 
examina. Pero fuera de este significado (determinado por la denomi¬ 
nación de «eje de proyección») esta recta es una componente integrante 
de todo dibujo para su construcción según las dimensiones dadas. En 
este caso la elección de la posición del eje no está limitada y se deter¬ 
mina a partir de la necesecidad y el carácter racional. 

Los autores conservan, en lo fundamental, las designaciones emple¬ 
adas todavía en el siglo XIX por los científicos rusos N. I. Makárov 
y V. I. Kurdiúmov y que en la actualidad se emplean sin complica¬ 
ción alguna en los materiales didácticos y en la práctica de las cáte¬ 
dras. Estas designaciones, a diferencia de otras, son en suficiente grado 
simples, expresivas, fáciles de leer y no recargan los dibujos. 

Para comprender mejor los problemas resueltos en esta colección 
y asimilar las construcciones se recomienda dibujar de nuevo el dibujo 
inicial y cumplir en él todas las construcciones descritas. 

Se debe prestar, especial atención al hecho de que para la compa¬ 
ración del dibujo-respuesta, ejecutado por los estudiantes, del pro¬ 
blema propuesto para su resolución independiente con la respuesta dada 
mi el libro, es necesario reproducir lo más exactamente posible el 
dibujo-tarea, valiéndose del eje x como base de lectura. Si se desea, 
el dibujo-tarea puede ser ampliado, cosa que se debe tener en cuenta 
al comparar la respuesta obtenida con la del libro. 

Al resolver los problemas que no tienen prototipos resueltos, se 
puede hacer uso de las indicaciones breves que se dan al final del 
libro. 
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La expresión representar en forma intuitiva significa construir la 
representación en la proyección dimétrica frontal oblicua (aunque sea 
en la conocida bajo el nombre de «proyección de gabinete#). 

Durante la resolución independiente de los problemas se recomienda 
hacer el dibujo de la construcción necesaria y componer el plan 
de resolución, así como se hace en el libro para algunos de los pro- 
Klorrtfic' raei Eaitne v cnlampnta desnués de esto efectuar la construc- 

1/lMtRUg |WMW* W/f J - - i 

eión. 

La concordancia de esta colección de problemas con el manual 
de V. O. Gordon y M. A. Sementsov-Oguiyevski «Curso de Geometría 
Descriptiva» no excluye la posibilidad de utilizar otros manuales, 
puesto que para comprender y resolver los problemas propuestos en 
este libro, se exigen los conocimientos de aquellos teoremas y tesis 
que deben contenerse en cualquier manual. 

Para las líneas de referencia se emplea una línea de puntos y rayas 
con un punto entre las rayas vecinas. Pero si la línea de referencia se 
ha trazado sólo para verificar la corrección de la construcción ^entonces 
se usa una línea con dos puntos. 

Los números de los problemas resueltos van afectados de una 
estrellita. Las respuestas de los problemas no resueltos se dan al final 
del libro. 

Algunos signos convencionales dados en el libro: 
j_ — perpendicular; 

|| — paralelo; 

= — coincide; 

^ — ángulo recto. 


I 

CAPÍTULO 


PUNTO Y RECTA 


§ 1. EL PUNTO 

1*. Dar las representaciones claras de los puntos A, B, C y D 
respecto de los planos V y H. Los puntos están dados por sus proyec¬ 
ciones {fig. 1, a). 

Solución. Los puntos a x , b x , c x y d x (fig. 1,6) se eligen en el eje x arbitraria¬ 
mente. Por encontrarse el punto A en el segundo cuadrante (la Z-coordenada del 
punto es positiva y la ordenada es negativa), el segmento a x a, que corresponde al 
valor de la ordenada, se traza a la izquierda del plano V. El segmento a x a , qne co- 
[responde al valor de la Z ^coordenada, se traza por arriba del plano H * 



Al construir el punto D, situado en ei primer cuadrante (la Z-coordenada v ¡a 
ordenada son posdivas), el segmento dj se traza a la derecha del plano V y el seg¬ 
mento d x d', por arriba del plano H, P ’ y B 

Las posiciones de los puntos A y D se han obtenido en la intersección de las per- 
phnoio 65 levantadas de los P untos a Y d P^no H) y de los puntos a' y /(al 

_„„ t ^ 1 t p J unto l fi se encuentra en el P ,ano v ‘> es* 0 se deriva de que la proyección hori- 
Mtital b de este punto está situada (fig. 1, a) sobre el eje x (la ordenada es igual a cero), 
or consiguiente, en la fig. 1 , b el punto b se confunde con b x . El segmento b x b . 

















míe corresponde al valor negativo de la ¿ coordenada, se traza por abajo del plano tí. 
La posición del propio punto B coincide con la posición de su proyección trontai 

b' * 

El punto C está situado sobre el plano tí ; esto se deriva de que la proyección 

c' se encuentra (íig. 1. a) sobre el eje x (la ¿-coordenada del punto C es igual acero). 

Por esta razón también en la fig. 1, b c' se confunde con c x . 

Por ser la ordenada del punto C positiva, el segmento c x c, correspondiente a 

esta ordenada, se traza {fig. 1. 6) a la derecha del piano V. La posición del propio 

punto C coincide con la posición de su proyección horizontal c. 

2. Representar claramente las posiciones de los puntos A, B, 

í~i ,» C rlorlnc nr\r ciie nrm/prniflflps; ffif* 

{_j f ¿J y , UUCIVlJ W*- SJ—V » -rj - -o f 

c ' 


a. b 
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Fig. 2. 


3*. Construir las proyecciones de los puntos A y B con auxilio 
de sus coordenadas. Construir la proyección del punto C, situado 
simétricamente al punto .4 respecto del plano frontal de proyección. 
Representar claramente la posición de estos puntos respecto de los 
planos V y H. 


Punto 

Coordenada 

y 

Z 


A 

13,5 

20 

B 

6,5 

—20 


Solución. Señalamos el eje x (fig. 3, n) y sobre éste el punto a x . Puesto que ei 
cunto A se encuentra en el primer cuadrante (sus ¿-coordenada y ordenada son po¬ 
sitivas), la proyección a' está situada sobre el eje x a la distancia 20, y la proyección 

a baio el eie i a la distancia 13,5. , , ... 

Para construir las proyecciones del punto B t primeramente, elegimos arbitraria¬ 
mente (sobre el eje x) el punto b x y a partir de éste trazamos, hacia abajo, el 
segmento b x b t igual al valor de la ordenada (6,5), y el segmento b x b correspondiente 
al valor negativo de la ^coordenada (-20). El punto B se encuentra en el cuarto 
cuadrante. 


El punto C deberá estar situado simétricamente al punto A respecto dei plano V, 
Por consiguiente, la ordenada del punto Ces igual a —13.-8, y la Z-cocrdenada f igual 
a 20. El punto c x se confunde con el punto o* y c ' con a\ y i a proyección horizontal 
c se encuentra por arriba dd eje x a la distancia 13,5. 



En la fig. 3, b se da la representación clara correspondiente de las posiciones 
de los puntos A , B y C. La distancia a x b x en la fig. 3, b es igual a la mitad de 
la distancia a x b x en la fig. 3, n. 

4* Construir las proyecciones de los puntas A, B y C valiéndose 
de sus coordenadas» Construir la proyección del punto D, dispuesto 
simétricamente al punto C respecto del ejex. Representar claramente 
las posiciones de estos puntos respecto de ios planos V y //, 


Punto 

Coordenada 

¥ 

z 

A 

—25 

0 

B 

—20 

20 

C 

—30 

—20 


5*. Construir tres proyecciones de cada uno de los puntos A y B 
con ayuda de sus coordenadas. 


Punto 

Coordenada 

X 

y 

z 


A 

13,5 

16,5 

20 

B 

33,5 

-26,5 

— 13,5 
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Elución Para construir las proyecciones del punto A, que se encuentra en el 
B r¡m^Sie (fig.“ a) llevamos^ eie , (fig. 4.6) ,1 segmento Oa .gua al 
P r ' lnr d „ t a abscisa (13 5) La proyección a se encontrara encima del eje n la distan- 
fi v la nmvKdón a bajo el eje * a la distancia 16,5. La proyección de perfil 
^sf^uX'a un m?smo J nivel que n' (fig. 4 a y b) a la distancia a' a*. igual 
al valor de la ordenada del punto A (16,5), a la derecha del eje z. 


Fig. 4a — c. 


Para construir las proyecciones de! punto fi llevamos sobre el eje x el segmento 
Oh ieual a 33 5 Por encontrarse el punto B en el tercer ociante (fig. 4, c), el P un 
“Situado bajo el eje, a la distancia 13,5, y.el punto ■6.*™ del eje xe la 
Hktancia 26 5 El punto b" se dispone a un mismo nivel con el puntos aiaizquierua 
dd^ej^z a la distancia b z b’ (26,(5 de éste. En la fig. 4, c se muestra ^ procedimiento 
de construcción de la proyección de perfil de punto A con ayuda de una recta 
liar trazada desde el punto O bajo un ángulo de 4o al eje y. 


§2. LA RECTA 

6* Representar claramente la posición del segmento AB respecto 
de los' planos V y H. El segmento está dado por sus proyecciones 

(fig. 5, a). 


Solución. Determinamos la posición de los puntos extremos de! segmento así 
como se mostró en el problema l*. El segmento AB queda determinado por los puntos 
A y a (fig. 5, b). 



7. Representar claramente las posiciones de los segmentos AB 
y CD respecto de los planos V y H. Los segmentos están dados por sus 
proyecciones (fig. 6, a y b). 



Fig. 6a, b. 


8. Construir el dibujo del segmento AB si éste: 

a) se encuentra en el primer cuadrante del espacio, es paralelo al pla¬ 
no V, y con su extremo B se apoya en el semiplano horizontal anterior; 

b) está situado en el plano disector del cuarto cuadrante, y con 
su extremo B se apoya en el eje de proyección; 

c) se encuentra en el segundo cuadrante del espacio paralelamente 
al plano V, con su extremo B se apoya en el semiplano horizontal pos¬ 
terior, y el extremo A equidista de los planos V y H; 

d) está situado arbitrariamente en el semiplano vertical inferior, 
y con su extremo B se apoya en el eje de proyección; 

e) se encuentra en el cuarto cuadrante del espacio paralelamente 
al plano H, y su extremo B equidista de los planos de proyección; 

y es fá situado en el tercer cuadrante del espacio perpendicularmen- 
inf - Plan ° ^^ C ° n SU ex * remo ^ se apoya en el semiplano vertical 
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g) está situado en el cuarto cuadrante del espacio perpendicular¬ 
mente al plano H, y su extremo A equidista de los planos de proyección. 

9. Leer los dibujos de los segmentos representados en la fig. 7, 
nt— d * 



í 




c) 


r 

i 

\ 

\ 

í 

i 





d) 


Fig. 7 a — d. 


§3. POSICIÓN RECÍPROCA DE UNA RECTA Y UN PUNTO 

10 *. Determinar si se encuentran los puntos B y C sobre la recta 
AD, y el punto K sobre la recta Ai A (fig. 8, a y f>). a' 



__ . .. - 


— 




Solución. Puesto que las proyecciones byb'.y cyc' (fig. 8, a) no se encuentran 
en las proyecciones homónimas a éstas de la recta AD, los puntos B y C no se 
encuentran sobre esta recta. 

Para determinar si está situado el punto K sobre la recta MN (fig. 8, b) 
construimos las proyecciones de perfil del punto K y de La recta AÍA r (fig. 8 P c)* El 
punto K no pertenece a la recta MjV f puesto que su proyección de perfil k* no se 
encuentra sobre la proyección de perfil m a n \ 

U. Construir la proyección horizontal del punto C, perteneciente 
a la recta AB (fig. 9). 

% 


§4. TRAZAS DE UNA RECTA 


12*. Construir las trazas de una recta que pasa por los puntos ¿4 y B 
(fig. 10, a ), e indicar por cuáles cuadrantes del espacio pasa esta recta. 

Solución. Trazamos las proyecciones a f b‘ y ab de la recta AB. 

Para construir su traza horizontal prolongamos (fig. 10, b) la proyección frontal 
a b hasta su intersección con el eje jc en el punto ( m T ) f que es la proyección frontal 




<*) 



He la traza horizontal de la recta. Luego, trazamos desde el punto m' una perpendi¬ 
cular al eje * (la linea de referencia) hasta su intersección con la prolongación de 
a proyección horizontal de la recta en el punto (m), que es la proyección horizontal 
ae la traza horizontal de la recta. El punto m se confunde con la propia traza hori¬ 
zontal (el punto Ai). r 

Para construir la traza frontal de la recta prolongamos su proyección horizontal 
f hasta su intersección con el eje * en el punto (n) v que es la proyección horizontal 
. a j raza frontal de la recta. Desde el punto n levantamos una perpendicular al 
eje * hasta su intersección con la prolongación de la proyección a'b 1 en el punto 
r}' f s la proyección frontal de la traza frontal de la recta. El punto n f coin- 
cjde con la propia traza frontal de la recta (el punto N). De la disposición de las 
proyecciones m y m, y n f y n se desprende que el punto Aí (la traza horizontal de la 
recta) se encuentra en el semíplano horizontal anterior, y el punto N (la traza from 
tai de la recia)> en el semiplano vertical superior. Por consiguiente, la recta pasa por 
ei segundo, primero y cuarto cuadrantes del espacio. 

13. Construir las trazas de una recta determinada por los puntos 

■ i y B (fig. 11, a y b), e indicar a través de cuáles cuadrantes del es- 
pació ella pasa. 
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a) 


ó) 


°é f 


Fig. Ua, b. 


14*. Construir las trazas de la recta de perfil j4.fi (fig- 12, a) e 
indicar a través de cuáles cuadrantes del espacio ella pasa. 

lícuadrante 





oé 

"a 

c) 


Solución. De la construcción (fig. 12, 6) se desprende que la proyección horizon¬ 
tal n de la traza frontal de la recta y la proyección frontal ni de la traza horizontal 
se confunden en el punto de intersección de las proyecciones de la recta con el eje 
x. Para construir los puntos tn y ti hallamos primeramente las proyecciones de 
perfil m" y n”. Para ello prolongamos la proyección de perfil a"b" hasta su intersec¬ 
ción con los ejes z e y. Una vez obtenidas las proyecciones m* y n” hallamos m y n f . 

De la disposición de las proyecciones m y ni, y n y ti se deriva que el punto Af 
(la traza horizontal de la recta) se encuentra en el semiplano horizontal anterior, 
y el punto N (la traza frontal de la recta) está situado en el semi plano vertical 
superior. La recta atraviesa el segundo, primero y cuarto cuadrantes. 


15* Construir las trazas de la recta AB (fig. 13) y representar 
claramente sus posiciones. 

n a 

\ i á 

¿r m* 

£ -p 


■ 

¿ 

o <z* w 

Fig- 13. Fig. 14. 

16. Construir las proyecciones de una recta, conociendo la po¬ 
sición de las proyecciones de sus trazas (fig. 14) e indicar a través de 
cuáles cuadrantes dei espacio ella pasa. 



§5. MAGNITUD VERDADERA DEL SEGMENTO 
DE UNA RECTA Y ÁNGULOS DE INCLINACIÓN 
DE UNA RECTA A LOS PLANOS DE PROYECCIÓN . 



17*. Hallar la magnitud verdadera del segmento de la recta AB , 
dado por sus proyecciones, y determinar Jos ángulos de inclinación 
de esta recta a los planos V y H 

(fig. 15). 


Solución. Como es conocido, la mag¬ 
nitud verdadera del segmento puede ser 
determinada como la magnitud de la hipo¬ 
tenusa de un triángulo rectángulo, uno de 
cuyos catetos es la proyección del segmen¬ 
to sobre cualquiera de los planos de pro¬ 
yección, y el otro, la diferencia entre las 
distancias de los extremos del segmento 
hasta este mismo plano. St uno de los ca¬ 
tetos es la proyección horizontal entonces 
el ángulo entre la hipotenusa y este cateto 
es igual al ángulo de inclinación (tz) de la 
recta al plano horizontal de proyección. 1 
Ei ángulo de inclinación (fi) de esta recta al 
plano frontal de proyección se determina 
del triángulo, en el que en calidad de pri¬ 
mer cateto se ha tomado la proyección fron- 
tal del segmento, y el segundo cateto se ha 
determinado por la diferencia de las distan¬ 
cias de los extremos del segmento hasta el 
plano frontal de proyección. 

Para determinar la magnitud verdadera 
de l segmento AB y de los ángulos a y ¡3, 


Fig. 15. 


y 
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en la fíg, 15 se han construido los triángulos rectángulos baÁ y b’a*Á . En el triángulo 
baÁ el cateto ak es igual a la diferencia entre las distancias dejos puntos A ^ B 
hasta el plano horizontal de proyección* En el triángulo b'a'A el cateto a'Á es 
igftal a la diferencia entre las distancias de los puntos A y B hasta el plano fron¬ 
tal de proyección. 

18* Determinar i a magnitud verdadera del segmento AB (fíg* 16) 
y los ángulos de inclinación de éste a ios pianos de proyección. 


Fig, 18a — b* 


Solución* Sobre la recta dada (fig* 18, &) tomamos el segmento arbitrario A/C 
y determinamos su magnitud verdadera. Construimos el triángulo rectángulo con 
ios catetos ak y kK, igual a la diferencia entre las distancias de los puntos A y K 
hasta el plano H . Llevamos a la hipotenusa del triángulo construido el segmento aB 


19. Determinar la magnitud verdadera del segmento de una recta 
dada entre sus trazas frontal (jV) y horizontal (M) y los ángulos de 
inclinación de esta recta a ambos planos de proyección (fig. 17). 

20*. Llevar sobre una recta dada el segmento AB, igual a / 
{fig* 18, a). 


a 

Fig. 16. 


Fig. 17. 


20 


de longitud dada /. Desde el punto B trazamos una recta paralela a kK. Obtenemos 
el punto b y 1¿ proyección horizontal ab del segmento buscado AB , igual a /. Con 
ayuda del punto b hallamos el punto b*\ a'b* es la proyección frontal del segmento 

buscado A B. 

21 * Llevar sobre la recta AB (fig* 19) el segmento AC igual a L 


a* 



Fig* 19* 


22*. Trazar en el primer cuadrante por el punto A (fig, 20, a) 
una recta que forma con el plano H un ángulo a = 30° y con el plano V 
un ángulo p = 45 ° * 

Solución. Se debe verificar la condición: cada uno de los ángulos (a y f$) debe 
ser agudo, y la suma de estos ángulos debe ser o bien menor de 90 ü (para una recta de 
posición general), o bien igual a 90° (para una recta de perfil). Según los datos del 
problema tt+P=3Q°—45°=75 í> , es decir* es menor de 90°* Por consiguiente, la 
construcción se puede efectuar. 

Con los ángulos a y f ya nos encontramos en el problema 17 *. Si elegimos un 
segmento cualquiera AB de recta y lo aceptamos como hipotenusa de cierto trián¬ 
gulo rectángulo, entonces, conociendo los ángulos a y P, se pueden coastruír dos 
triángulos semejantes (fig. 20, b)> En uno de ellos (con el ángulo a) el cateto A — l 
expresa la proyección horizontal del segmento AB t y el cateto B — 1, la diferen¬ 
cia entre las distancias de los extremos del segmento AB hasta el plano H; en el 
otro triángulo (con el ángulo P) el cateto A — 2 expresa la proyección frontal del 
segmento ÁB t y el cateto B — 2, la diferencia entre las distancias de los extremos 
del segmento hasta d plano V. 

Ahora se puede construir el dibujo (fig. 20, c). 

Trazamos en la línea de referencia a!a, a partir del punto a ' hacía abajo, el seg¬ 
mento a! — 3 igual al cateto B — / hallado en la fig* 20, £* Por el punto 3 trazamos 
una recta perpendicular a la línea de referencia a 1 a, y desde el punto a* describimos 
m arco de circunferencia, cuyo radio debe ser igual al cateto A — 2 (fig* 20, b). 
En la intersección de la recta y el arco obtenemos el punto 6'. 

Para construir el punto b llevamos sobre la línea de referencia a'a t a partir del 
punto a hacia abajo, el segmento a — 4, igual ai cateto B — 2 (fig, 20, b) t trazamos 
por el punto 4 una recta perpendicular a la línea de referencia a*a y hallamos en 
ésta el punto b. 

Con tal construcción la proyección ab (fig* 20, c ) deberá obtenerse igual al cateto 
A - 1 {fig. 20. b). 

Claro está que se puede obtener, con los mismos datos, tres posiciones más del 
segmento AB; los dibujos correspondientes se muestran en la fig. 20, d. En realidad, 
la construcción no se diferenciaría de la expuesta en la fig. 20, c. 

























23. Trazar por el punto A (fig. 21), a la derecha y hacia abajo, 
una recta, que forme con el plano H un ángulo a = I5 Ü y con el plano 
V un ángulo (5 = 30°, hasta su intersección con el plano K. 

a* 




a) 




cCL f 

I 


Fig. 20a — d. 


Fig. 21 . 


§ 6. DIVISIÓN DE UN SEGMENTO 
EN LA PROPORCIÓN DADA 


24*. Dividir el segmento AB por el punto C en la proporción 


ra = l (”s- 22 ' “>■ 


Solución. Puesto que la división de un segmento en una proporción cualquiera 
corresponde a la misma división de sus proyecciones, dividimos (fig. 22, b) la pro- 
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yección ab (se podía también comenzar por la proyección frontal) en 5 partes Para 
ello traíamos por el punto a una recta arbitraría y marcamos sohreella cinco segmen¬ 
tos cualesquiera iguales entre sí. El punto 5 lo unimos con el punto b Por el pinto 3 
trazamos una recta, paralela a la recta 6—5, hasta su intersección con ab en el punto 
c. Con ayuda del punto c construimos la proyección c '. En el punto C el segmento AB 
ha sido dividido en la proporción 3: 2, contando desde el punto A. 




Fig, 22a — 


& 


a 


: i Ó 


a 


* 6 ' 

Fig, 23. 


,. 2 f* . V |, e . n f dado el segmento AB (fig. 23). Hallar el punto C que 
divide la distancia entre las trazas frontal (V) y horizontal (M) de 
una recta en la proporción CM : CN = I : 3. 



Cortar a las rectas 


recta M N que 


se encuentra a la distancia / del piano de proyección H. 


Solución. De acuerdo con los datos deí problema, la recta buscada debe ser para¬ 
lela al plano ti. Por consiguiente, su proyección frontal es paralela al eje de provee- 
cion x y se encuentra a la distancia / de éste. Trazamos {fig, 24, b) la proyección 




Fig, 24a, b. 


óriwÍLu red H b H sc ? da y^alamos los puntos n* y m’ de su intersección con 
^ ecciorles homónimas de las rectas dadas. Construimos las proyecciones ho- 

m d¡ la reda m buSa Y res P ectivamerüe Y trazamos la proyección horizontal 





































































27. Cortar a las rectas AB y CD (fig, 25) con una recta paralela 
al plano de proyección V y que se encuentra a la distancia l de éste. 



Fig. 25. 


28*. Trizar por el punto E {fig. 26, a) una recta que corte a las 
rectas dadas AB y CD. 

Solución. La recta buscada ha de cumplir tres condiciones: 

1) pasar por el punto E , 2) cortar a la recta AB, 3) cortar a la recta CD ♦ Por 
eso, en el dibujo (fig 26, b): 1) las proyecciones de la recta han-de pasar por las 
correspondientes proyecciones del punto £; 




Fig. 26a, b. 

2) la proyección horizontal de la recta buscada debe pasar por un punto que es 

la proyección horizontal de la recta AB; m 

3) los puntos de intersección de las proyecciones de la recta buscada con las 
proyecciones homónimas de la recta CD han de encontrarse en una misma perpendi¬ 
cular at eje de proyección* 

Comenzamos la construcción de la recta buscada trazando su proyección hon- 
zontal por los puntos e y a (6). , .. , ,,, , 

Señalamos el punto de intersección con cd (el punto g) t hallamos sobre cd el 
punto g' y trazamos por g T y e f una recta, que será la proyección frontal de la recta 
buscada* 
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buscada concia ’ÍJa AB™ US proyCCC¡ones dd P unt ° de intersección de la recta 

29. Intersecar las rectas AB, CD y EF (fig. 27) con una recta pa¬ 
ralela al plano de proyección H. 




Fig. 28a, t>. 


el n , 0bser ? a£ión -^ debe tener en cuenta que e) eje de proyección x se proyecta sobre 
r piano de perfil de proyección en un punto, que coincide con ei origen de coordena- 
uas {el punto 0). 











































§ 8. CONSTRUCCIÓN DE LAS PROYECCIONES 
DE UN ÁNGULO RECTO 


31 *. Trazar desde el punto C una perpendicular a la recta AB 
(fig. 29, a, donde Afí||al piano V). 


Solución. Es conocido, que el ángulo recto se proyecta sobre el plano en forma de 
ángulo recto en el caso en que uno de sus lados es paralelo al plano de proyección, 
y el otro corta a este plano bajo un ángulo agudo. 




a) 



Fig, 29a, b. 


En el caso dado (fig. 29, á) la recta AB es paralela ai plano V . Por esta razón, 
se puede trazar por el punto c* (fig. 29, b) una recta perpendicular a a'b f y hallar las 
proyecciones del punto K t en el que CÍ( corta a AB. Obtenemos las proyecciones 
c'k* y ck de la perpendicular buscada. 


32. Trazar desde el ponto C una recta perpendicular a la recta AB: 
1) j4B||al plano H (fig. 30, a}, 2) AB\\al plano W (fig. 30, b). 


(. a' 



Fig. 30a, b. 
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33*. Intersecar las rectas AB y CD (fig. 31, a) con una tercera 
rec a perpendicular a las mismas, es decir, hallar la distancia más 
corta entre las rectas que se cruzan AB y CD, una de las cuales (ia CD) 
es perpendicular al plano de proyección H 



a 

Fig. 31a, b. 


Solución. Por ser la recta CD perpendicular al plano H, cualquier perpendicular 
a esta recta sera parale a al plano //, Por esta razón, el ángulo recto formado por i a 
recta buscada con la recta AB se representa sobre el plano H en forma de ángulo recto 
La proyección horizontal del punto de intersección de la recta buscada con la recta CD 

wfJw° ñ S 1 COnfl ; ndc con c Jfi í fig ' 31 > *)■ Trazamos por el punto m la proyección 
horizontal de la recta perpendiculármente a ab hasta su intersección con ella en el 

paralelamente a™ eje* x L “ pr0yección frontaI de la recta busca da <k'm') está situada 


34”. Construir el rombo ABCD, conociendo que el segmento BD 
es una de sús diagonales (BD\\al plano V), y que el vértice A debe es¬ 
tar sobre la recta EF (fig. 32, o) 




Fig. 32a, b. 


de sMnter£¿¡£ 061 ri ? mD0 . t S0 J n perpendiculares entre sí y en el punto 

las proveced d ! vlden ,P°f‘ a Por esta razón, dividimos {fig. 32, b) 

1 * lecciones de la diagonal BD por la mitad. Dado que BD|¡al plano y, desde 
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el punto k f trazamos una perpendicular a la recta b f á\ Esto responde a las reglas de 
construcción de las proyecciones de un ángulo recto sobre un plano respecto al cua! 
la diagonal BD es paralela. El punto de intersección de esta perpendicular con la 
proyección e*f' es ía proyección frontal a' del vértice buscado del rombo A< Para 
construir el punto c f trazamos en la prolongación de la recta a f k f el segmento k f c\ 
igual al segmento a'k\ Con auxilio del punto o! construimos sobre ef el punto a. 
Lo demás está claro del dibujo. 




35. Construir el triángulo isósceles ABC, cuya base es igual a BC 
(BC[|al plano H). El vértice A ha de encontrarse sobre la recta EF 


/c: 

*llg. jj; 


e 

Fig. 33. 


36. Construir el triángulo rectángulo ABC, en el cual el cateto 
AB se encuentra sobre la recta Mff (AlJV||al plano V) y es igual a L 
Para el cateto BC está dada su proyección be (fig. 34). 


Fig. 34. 


2 % 


37*. Construir un triángulo isósceles de base BC sobre la recta 
MN (7l4rV||al plano H) y cuyo vértice A está situado sobre la recta 
EF (fig. 35, a). La base BC ha de ser igual a la altura AK del triángulo, 
con la particularidad de que está dada la proyección horizontal deí 
punto K- 

Solución. Para construir el triángulo hay que hallar su altura AK y llevar la 
mitad de su magnitud sobre la recta MN a ambos lados del punto K. En la fig. 35, b t 




Fig. 35a — b. 


con ayuda del punto k construimos el punto k'. En el punto k levantamos la perpen- 

t hrp uv" reCta mn t e ' an S u L l0 recf ° on tre la altura AK y la base BC, que se encuentra 
wnre MN , se representa sobre el plano de proyección H en forma de ángulo recto 
Puesto que la recta MN es paralela al plano H). Prolongamos esta perpendiculaí 
nasia su intersección con ef. Con ayuda del punto a construimos a sobre e' /'■ obte- 
nem °AJ a P r °y eccrón frontal de la altura AK . 

Ahora se puede hallar la magnitud verdadera de la altura A K* Para ello construí 
™ os el triángulo rectángulo ak fi, cuyo cateto kK es igual a La diferencia entre las 

aítu?a C 4^ d ai d n *° S P u P tos / Y K hasta eI P 1 ™ H. La hipotenusa a ^expresa la 
, A A - Al 1Ievar sobra la recta mn los segmentos kb y kc, iguales a la mitad de la 

tan <f, i* 5 , díK¡r ' 3 ,a mitad del ^Emento aK), obtenemos los puntos b y c y 

son su ayuda las proyecciones b' y c. Lo demás está claro del dibujo. 

38. Construir el cuadrado ABCD con el lado BC sobre la recta 
;viiV - que es paralela ai plano V (fig. 36), 
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39. Construir e! triángulo rectángulo ABC con el cateto BC sobre 
la recta MN (AÍjV||al plano//). Está dada ia proyección a' b' del 



e* 



cateto AB. El cateto BC ha de ser 1,5 vez mayor que el cateto AB 
(fig. 37). 


II 

CAPÍTULO 


EL PLANO 


§ 9. PUNTO Y RECTA EN EL PLANO 


40*. En el piano, dado por los puntos A, B y C t trazar una hori¬ 
zontal a la distancia / del plano de proyección H (fig. 38 t a). 



^J 3 definición del plano por tres puntos a su definición 

hii,- d ^ re 1* aS iA C y . jS ? Í f i g -. 38í b }’ Trazar nos la proyección frontal de la horizontal 
meada a la distancia i del eje x. Señalamos los puntos e y /' sobre las proyecciones 
fJJr c 7 hallarnos las proyecciones c y f sobre ^ y be. La proyección horizon- 
laE de la recta buscada pasa por los puntos e y /. 

41. Trazar por el punto C la horizontal del plano dado por ¡a 
recta AB y el punto C (fig. 39). 

42 w . En ei plano, dado por las rectas que se cortan ,45 y CD tra¬ 
zar por el punto K la frontal (fig. 40, a). 

cono^ dÓn ' Puest0 < | ue ía dirección de la proyección horizontal de la frontal es 
k- i ¡ cc í rne ? zar ? 0s 3 construcción con el trazado de esta proyección por el punto 
recta km ha de ser Paralela el eje % (fig. 40, b). Para construir la proyección 
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frontal de la frontal buscada hay que construir la proyección frontal de un punto 
cualquiera perteneciente a la frontal. Elegimos en la proyección de la frontal un 
punto arbitrario e, trazamos por él la proyección horizontal cf de cierta recta perte¬ 
neciente al plano dado. Construimos a continuación el punto f sobre la recta a b , tra¬ 
zamos c f f y hallamos sobre esta última el punto e\ La proyección frontal de la iron- 
tal buscada pasa por los puntos k 1 y e\ 

43. En el plano, dado por las rectas paralelas AB y CD, trazar 
la frontal a la distancia / del plano de proyección V (fíg. 41). 

44 *. En el plano, dado por la recta AB y el punto C, ^razar por 
el punto A la recta de máxima pendiente de este plano (fíg. 42 t a). 5 

Solución. Como es sabido, la recta de máxima pendiente es perpendicular a 
cualquier horizontal del piano. La proyección horizontal de la recta de máxima pen¬ 
diente y la proyección horizontal de la horizontal son perpendiculares entre sí. En la 
fig. 42, b se ha trazado la horizontal por el punto C, primero se ha obtenido el punto 
d\ y con ayuda de éste, el punto d en la prolongación de la proyección ab. De este 
modo, se ha obtenido la proyección cd de la horizontal CD* Trazarnos por el punto & 
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Fig. 41. 

b proyección horizontal de la recta de niaxima pendiente hasta su intersección 
con la recta cd en el punto e, hallamos e sobre c' d‘ y la proyección a' é de la recta 
du maxima pendiente buscada. 



45. En el plano, dado por las rectas paralelas AB y CD, trazar 
por el punto B la recta de máxima pendiente (fig. 43). 

46*. Hallar la proyección que falta del punto K perteneciente al 
plano dado por la recta AB y el punto C (fig. 44, a). 

rcr-er^ l Í UC ^ Es 4 ue si ur > pertenece a un plano, entonces perte- 

1r * c erta recta situada en este plano. Por eso, por los puntos c' y k' (fig. 44, 6 ) 
Ohwmt i r^oyecemn frontal de una recta auxiliar situada sobre ei plano dado. 
'4 j c * hallamos el punto d sobre la proyección ab. Ahora trazamos 

horizontal dí punto * Y ^ PUní ° ¿ y S ° bre esta recta hallamo = ,a proyección 
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Fíg, 45, 


Fig. 44a! b. 


Fig, 43. 
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47. Construir !a proyección que falta del triángulo KEF, situado 
en e! plano dado por las rectas paralelas AB y CD (fig. 45), 

'ti* Construir la proyección frontal del pentágono plano ABCDE, 
si están dadas la proyección horizontal del pentágono y las proyeccio¬ 
nes frontales de dos de sus lados adya¬ 
centes (fig. 46). 

49. Está dada la pirámide SABC 
(fig- 47). 

1) Hallar la proyección horizontal 
de! punto K situado en la cara SAC. 

2) Hallar la proyección frontal del 
punto E situado en la cara SBC. 
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Fig, 46. 



50 w . Determinar la posición del plano dado por el triángulo ABC 
respecto de los planos de proyección V, H y W (fig. 48, a). 

-r E ! P lano dad °. como vemos, no es perpendicular ni al plano V ni 

r'o ’ puesto 4™ sobre ninguno de estos planos se representa en forma de línea 
Kner'.i C “ nsl S tJlen t te * el P lano del triángulo ABC es o bien un plano de posición 
perfil L a^ U[ |,P !ano Proyectante de perfil. Pero si el plano es proyectante de 
uor í r d a-’ ? ta S ! tU , ad ° P er P endlcldar mente al plano V), entonces deberá pasar 
Kr to ar f P'r, W (fig 48 ' *)■ Veamos si se puede trazar en el triángulo 
p»r e nnlo h"l r H fe V ' Res ^ lta <I ue « puede (fig, 48, c): de ella sirve, 
Fa cons3r)ñL b0 ? t í ia ’S 8 í q T es aI mismo tiem P° ,a frontal). Comenzamos 
, ' ® trazado de la proyección frontal b' k' de la horizontal, luego 

d ™ s „ ? Proyección horizontal bk. Por ser 6A||6' k' (claro está, que en los límites 

&2JE& , 3 , “, “ '* ra, “ »* »• "> l»l«. 2' P'.~ ABC in 

A fir A ni™°®, hemos va ! id ,° s , in la instrucción de la proyección de perfil del triángulo 
ésta resultar? U ? S6 P ° d ‘? h j 3er cl3m enzado con la construcción de esta proyección: si 
un plano^oyiSÍ perfih ^ ** el plano ABCv 


















































51, Determinar la posición del plano dado por dos rectas paralelas, i 
respecto de los planos de proyección V\ H y W (fig. 49), 


Fig, 48a — c. 


Fig, 49, 

# 


§ 10, TRAZAS DE UN PLANO 

52*. Construir las trazas de un plano dado por las rectas paralelas ■; 
AB y CD {fig, 5G ( a). 
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Solución. Si ima recta pertenece a un plano, las trazas de la recta están situadas 
en las trazas del mismo nombre del plano (fig. 50, 6 ). Para construir las trazas del 
plano dado hay que construir las trazas de las rectas y CD, La traza frontal P v 
pasará por las trazas frontales de las recias, o sea, por ios puntos y N* t y la 
traza horizontal, por las trazas Mi y Construimos las trazas de las rectas AB y 






ry * 

m , ;r “ m ° 1 se t exami "° en el H {por ejemplo, el problema 12 *). Por los puntos 

Si la coLTulción seh°/l Z r 0 n l aI P i k ‘ y P ° r l( ? s .P uní{3!i "í y « 2 , la traza P 0 (fig. 50, c). 
el punto P x gj 11 eje^ectuado con precisión, entonces ambas trazas se cortan en 

afl y’ trazas del plano dado por las rectas que se cortan 
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54** Construir las trazas del plano dado por las rectas que se cor¬ 
tan (AB\\a\ plano H) y CD (fig. 52, a). 

Solución. Puesto que las trazas del plano han de pasar por las trazas del mismo 
nombre de las rectas pertenecientes a este plano (fig. 52, b), entonces, hay que cons* 
truir las trazas frontales de ambas rectas {los puntos y iV 2 ) y trazar por éstas la traza 
frontal del plano (Pw). La dirección de la traza horizontal del plano es conocida; la 
traza P% ha de ser paralela a la horizontal AB (fig. 52, b). Por esta razón, la traza 



Fig. 53. 


pasará por el punto de intersección de las trazas (P*) paralelamente a la horizontal 
AB , En la fig. 52, ese muestra que las proyecciones ab y cd han sido prolongadas| 
hasta su intersección con el eje x en los puntos % y n t y con ayuda de éstos se han j 
construido los puntos n\ y n\ sóbrelas proyecciones a' b' y c f d\ Por los puntos n 2 I 
y rtj se ha trazado la traza P v hasta su intersección con el eje x en el punto P x . Por 
el punto P x se ha trazado la traza P¡ £ paralelamente a la recta ab t 


Fig. 52a — c. 
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, d 55 ' f^°? r S - trU L r * as * razas del Plano dado por las rectas que se cortan 
Ab y ¡\L (tig. 53). 

56*. Construir la proyección que falta del segmento AB de una 
recta perteneciente al plano P (fig. 51, a). 

Solución. Para construir la proyección horizontal riel segmento AB hay que ha¬ 
llar las proyecciones horizontales de los puntos A y B {fig. 54 . 6 ). La proyección 
b se obtiene auxiliándose de la horizontal trazada en el plano dado. Primero trazamos 
la proyección 6 n' paralelamente al eje ,v, luego, por el punto «, la proyección hori- 



Fig. 54a, b. 

zonta! de la horizontal paralelamente a P h y sobre ella hallamos la proyección b. 
La proyección horizontal del punto A se halla valiéndose de la frontal aunque claro 
esta, también para este punto se podía tomar la horizontal. Por el punto a' trazamos la 
provece, on frontal de la trontal (paralelamente a P ; ,), hallamos los puntos m' y m 
as proyecciones de la traza horizontal de la frontal). La proyección horizontal de la 
iromal pasa por el punto m paralelamente al eje x; sobre esta proyección obtenemos 
A punto a . La proyección buscada del segmento AB queda determinada por los puntos 



un D u'! CÍÓn - L , as Proyecciones horizontales de todos los elementos situados sobre 
f 150 Proyectante horizontal se encuentran sobre la traza P h . Por eso (fig. 55 , b ). 
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la traza P h coincide con ab. Por el punto P XJ obtenido en la intersección de P h con 
el eje jc, trazamos, perpendicularmente al eje x t la traza frontal (P^) del plano bus¬ 
cado. 

El ángulo formado por la traza P h con el eje x es igual al ángulo p entre el 
piano P y"el plano de proyección V (fig. 55, c). 


58* Situar ia recta AB (fig* 56) en un plano proyectante frontal, 
expresando este plano por sus trazas sobre los planos V y H. Construir! 
el dibujo y la representación clara* Señalar el ángulo de inclinación 
del plano P al plano de proyección H. 



6 

Fig. 56. 



Fig* 57. 



% 

Fig. 58, 


59. Situar la recta AB (fig* 57) en un plano proyectante de perfil, 
expresando este plano por sus trazas* Ejecutar el dibujo y dar la repre¬ 
sentación clara. Señalar los ángulos de inclinación del plano P 
a los planos V y H* Efectuar la construcción de las trazas de! plano P 
con ayuda de la proyección de perfil de la recta y sin ella. 

60. Construir la proyección que falta del punto K (fig- 58), situado 
en el plano P (sin valerse del plano de perfil de proyección)* 


ni 

CAPÍTULO 


INTERSECCIÓN DE UNA RECTA 
CON UiN Jr”L/AlNU Y Uü UUS 
PLANOS ENTRE SÍ 


§11. INTERSECCrÓN DE UNA RECTA CON 
UN PLANO PROYECTANTE 

61 *. Hallar el punto de intersección de la recta AB con el plano T 
(fig. 59, a) dado por su traza frontal T v . 

Solución. En este caso el plano T es paralelo al plano H y, por consiguiente, 
perpendicular al plano frontal de proyección; para el plano T , en el sistema V> H 
.viene dada sólo la traza frontal T vt paralela al eje de proyección *. Obviamente, la 
proyección frontal del punto buscado (k f ) de intersección ha de estar situada tanto en 
3 a traza T Vl como en la proyección frontal de la recta AB, es decir, en a r b f (fig. 59, 6). 



[^tarazón, el punto k* (fig. 59, c) lo hallamos en el punto de intersección de 
a fy " ÚVá u con I a proyección a' Con ayuda del punto k f hallamos el punto k sobre 

en el^rr en í? dirección de K a .4 la recta ,4¿3 se encuentra bajo el plano T t 

enn 1 bu ^ a Porción correspondiente de la proyección horizontal viene representada 
LOíl una linea de trazos. 
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62. Hallar el punto de intersección de la recta AB con el plano S 
(fig. 60). 

63*. Hallar el punto de intersección de la recta AB con el plano % 
(fig. 61, a). 

€tf 









Fig. 60* 




Solución. El plano R es un plano proyectante frontal. Evidentemente, la^pro¬ 
yección frontal (£') del punto buscado de intersección ha de encontrarse simultánea^ 
mente en la traza R v y en la proyección frontal de la recta ÁB, o sea, sobre a T m 
(fig, 6U), ■ 

En el dibujo (fíg, 61, c) bailamos k r en e! punto de intersección de la traza h# 
con a* b r t y la proyección k , sobre ab. La recta en la dirección de K a B t se en* 
cuentra bajo el plano R ; por eso en el dibujo la porción correspondiente de ta provee^ 
dón horizontal viene representada con linea de trazos. 
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64*. Hallar el punto de intersección de la recta A B con e! plano R 

(fig. 62, a). 

Solución* El plano R es un plano proyectante horizontal. Evidentemente, la 
proyección horizontal del punto buscado de intersección debe encontrarse al mismo 
tiempo en la traza R h y en 3a proyección ab (fig. 62, b). Por eso el punto k (fig. 62, c) 
\o obtenemos como el punto de intersección de la traza R h con ab. Con auxilio del 
punto k hallamos la proyección k' sobre a' b*. 



En ta dirección de K a B 3a recta AB se encuentra tras el plano R\ en el dibujo 
la porción correspondiente de la proyección frontal viene representada con línea de 

trazos. 


65*. Hallar el punto de intersección de la recta AB con el plano 
dado por el triángulo CDE (fig, 63, a). 

Solución. Observamos que e] plano del triángulo es perpendicular al plano H. 
a provéccíón k del punto de intersección ha de encontrarse al mismo tiempo en ia 
recia cd y en la recta ab (fig. 63, b y e). Con ayuda del punto k hallamos k r sobre a f b f . 
* i recta AB , en la dirección de K hacia A, se encuentra tras el tri¬ 

angulo CDE (fig. 63, c), en el dibujó la porción correspondiente de ¡a proyección 
ironía! de la recta viene representada con línea de trazos. 

66, Hallar el punto de intersección de la recta AB con el plano 
dado por las rectas paralelas CD y EF (fíg, 64). 


§ 12. INTERSECCIÓN DE PLANOS ENTRE Sf 

t 6í *i Hallar la línea de intersección del plano T, dado por su 
con P' ano dado por dos rectas que se cortan AB y BC 

05 , ü) t 

plano^ C tpa‘ Com ? sabido > I a construcción de la línea de intersección de dos 
dos oHp T,^?j Ce V a dcterrni nación de dos puntos, comunes para ambos planos da- 
R n i ino de ^ s * 0s P ur ^tos, si se conoce la dirección de la línea buscada. 

¡ntersevr t do la rec * a buscada puede ser determinada si se halla el punto de 
construcción^ recta J ^8 Y con eí plano T (fig. 65, &). Por consiguiente, la 
59, b y c 05 P Uíltos y reduce a ía construcción expuesta en la fig. 
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Si los planos se consideran intransparentes, entonces las proyecdones*horizonta]es 
de las secciones de las rectas AB y BC t que se encuentran bajo el plano T, se 
deben representar con líneas de trazos. El plano T no influye en la visibilidad de las 
recias AB y CD en el plano V , puesto que es perpendicular a este plano (iig. Ü5, c). 


Fig. 65a — c. 


68, Hallar la línea de intersección dei plano S> dado por su traza 
¿A* con el plano dado por las rectas paralelas AB y CD {fig. 66). 
Hallar ¡alinea de intersección del plano proyectante frontal 
dado por su traza R in con plano dado por el tríángulo ABC (fig. 67). 
70*. Hallar la línea de intersección de los planos P y R {fig. 68, a). 

Solución, Para ía construcción de la línea de intersección de los planos se puede 
ujizar el punto A r de intersección de las trazas p v y p v y el punto Ai de intersec* 
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don de las trazas P h y R h (fig, 68, £»), La recta MN, que pasa por estos puntos, es la 
nnca.de intersección buscada. Su proyección mn coincide con la traza R h puesto 

que el plano es un plano proyectante horizontal* Estas construcciones se muestran 
en ng. c. 


71. Construir la línea de intersección de los planos P y Q (fig. 69). 

72. Construir la linea de intersección de los planos P y Q (fig. 70) 
sin emplear el plano de perfil de proyección. 



Fig. 70. 


ios'(f£?n, deintersecciónde ,os planos p y <?* p ara 

EstopíniIt"; En C r Ste e ® w i as trazas horizontales de los planos son paralelas entre sí. 
v O es La h ^ Ue / wp 3 buscada es paralela al plano H y respecto de los planos P 
sus pun " h £ h0miil 7I ’ ^-Para trazar esta horizontal basta construir uno de 
construidM t* agamos llí i° del t UJnto iV de intersección de las trazas P v y Q Una vez 

y V tr “ n ' para,el « 81 ^ í 
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línea de intersección de los planos P y Q (jig- 72) 


intersección de los planos P y Q ffig- 73» a)* 
erfil de proyección y sin hacer uso de él* 

i no s dados son planos proyectantes de perfil, la línea 
?) es paralela al eje x . Para hallar esta recta hay que 
aducimos (íig. 73, b y c ) el plano auxiliar S y construí- 
de este plano con el plano P (1—2) y con el plano 



q(3—4)‘ Estas líneas, en su intersección, dan el punto M(m\ m); común para tos 
planos P y Q* Trazamos por m! y m las proyecciones de la recta buscada tri n* y mn 


lente al eje x. En calidad de plano auxiliar se puede utilizar también ei 
perfil de proyección (fig, 73, b y d): la línea MN pasa por el punto de Ínter- 




76. Construir ja linea de intersección de los planos del triángulo 
ABC y el cuadrilátero DEFG (fig. 74), valiéndose del plano de perfil 
de proyección y sin hacer uso de él. Determinar la visibilidad de los 


§ 13. INTERSECCIÓN DE UNA RECTA CON 
UN PLANO DE POSICIÓN GENERAL 

77*. Hallar el punto de intersección de la recta AB con el plano 
dado por el triángulo CDE (fig. 75, o). . P 

Solución. Como es sabido, para hallar el punto de intersección de una rect-j rnn 
"f ™. '/, 051 ™"S**" 1 A» trazar por la recta un plano auxiliar co“- 
^ intersección de este plano con el dado {1—2) y hallar el mjntodeÍnter 

sección (K) de las redas dada y construida. El punto K es el punto buscado de ntcr" 

E m^r= P de ± T ^ ta “Y* plano < f| E' 7 5. *)■ En calidad de pFano aux Iiar corr en : 
mente se emplea un plano proyectante frontal u horizontal. comente 

en Ja ng_ 7o, c por la recta dada AB se ha trazado el plano proyectante frontil 

Z&SVX'TZ, 

ánsuk?nn*!? 0 dC | intersección del plano R con el plano dado por e] tri¬ 
buida la?£ea /-Vmc 7R P ^ flitf cpns I trucc í ón J en e! t^l&na 67), Un a P vez cons- 
(el punto K con las proy¿cioSes fy°^). PU O de SU ¡ntersecdón con !a «cía AB 
Para determinar las secciones de la recta AB, tapadas por el triángulo se debe 
utilizar el análisis de las posiciones de los puntos en las rectas que se cruzan Por 
ejemplo los puntos / y 3 se encuentran sobre la rectas que se cruzan ED v 4 B resoec 

nnntnf/ te - ^ Y ntdes de esto * P^tos se confundí es decTr P |o¡ 

puntos / y 3 equidistan del plano ti. Pero las distancias de estos púnfos hasta el 
son distintas; el punto 3 se encuentra más alejado de! plano P que el punto 1 
Por esta razón, respecto al plano V el punto 3 tapa al punto 1 (la dirección de Ú 
vtsta se indica con la flecha s). Por consiguiente, ía recffi pisa por ddantf dd 


Fig. 74. 



Fig. 75a — c. 


Si se mira a estos puntos en la dirección s v veremos primeramente el punto 5. 
, P^to 4 está tapado por el punto 5, Por lo tanto, la recta AB en este lugar está 
tapada por el triángulo CDE t y la porción de su proyección desde el punto k hasta el 
punto 4 debe ser representada con línea de trazos. En el caso dado, el punto K 
esta dentro del contorno del triángulo CDE , 

En el caso de otra posición mutua de los elementos que se cortan es posible el 
rpH° Q C AÍ nd °x el punt0 & sea extcrior al triángulo (fig, 75, d). Esto significa que la 
i T corta al plano dado por el triángulo CDE fuera del contorno de este iriángu- 
■ el punto K (hacía la izquierda) la recta 71 B está oculta. 

78. Hallar los punios de intersección de la gecta AB con las caras 
^ una pirámide (fig. 76). Las caras de la pirámide deben ser conside- 
aüas como planos dados por triángulos. 


triángulo CDE hasta el punto /C- Comenzando desde el punto /( hacía la izquierda 
el triángulo tapa a la recta AB, por lo cual esta sección de Ja recta se muestra con lí¬ 
nea de trazos. 

Para revelar la sección oculta en la proyección horizontal de la recta AB exami¬ 
nemos los puntos 4 y 5 situados sobre las rectas AB y CD respectivamente. 
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Fig. 76. 


80*. Hallar los puntos de intersección de la recta AB con el 
(fig. 78, a). 

Solución. Trazamos por la recta AB {fig. 78, h y c) el plano proyectante frontal 
R (su traza R v coincide con a'b') y construimos la línea MN de intersección de ambos 
planos: el dado y el trazado por la recta AB (la construcción es análoga a la efectuada 
en el problema 70). El punto buscado K(k, k‘) de intersección de la recta AB con el 
plano P se encuentra en el punto de intersección de At.V con AB. 

En este problema, la visibilidad de la porción de la recta desde el pun 
K es evidente; sin embargo, en casos más complicados, la parte vista de la 
determinarse a base del análisis de las posiciones de los puntos. Por ejemplo, toman¬ 
do el punto 1 (sobre la recta AB) y el punto N (sobre la traza P v ), vemos que el punto 
1 se encuentra más alejado del plano V que el punto N, Por consiguiente, la recta AB 
hasta el punto K es vista. Tras el punto K la recta se muestra con linea de trazos 
(está oculta). Análogamente se determina la visibilidad en la proyección horizontal. 


81 Hallar el punto de intersección de la recta AB con el plano 
(fig. 79). 


79. Hallar los puntos de intersección de la recta AB con las caras 
de un prisma (íig. 77). Las caras del prisma deben ser consideradas como 
planos dados por rectas paralelas. 







82 . Hallar el punto de intersección dé la recta AB con el plano P 
80, a), 

tr^rfn UCÍÓR T' razat n°f por la recta AB un plano proyectante horizontal R (su 
W: V* coin ^de con ab) y construimos la línea de intersección de los planos P y R t 

Planostfi^ »n e i 03 ? V de inte ™ ccióíl de las Lrazas homónimas de estos 

ción a} b j: 1 P un }? b ¿í? cado ( k ■ k ) encuentra en el punto de iíiters^ 

Plano r A i\ En o Ug ^ d eI P unto K ha construido con auxilio del 

de nerfil b« ÍA C R ano ^\ UÍ1 P* ailú proyectante de perfil (fig. 80, b) t la proyección 
do ^ ncuetl *f a en el punto de intersección de la traza P w con a”b\ Conocí em 

determiné i^° S K ^ Te ab ' - k ^ Las Partes vistas de la recta AB se 
^raiman de la misma manera que en los problemas 77 y 80. 

81) ^ íaIiar eJ pLm *° intersección de la recta AB con el plano P 
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84*. Hallar el punto de intersección de la recta AB con el plano 
dado por el triángulo CDE (fig. 82, a). 

iv.' e or !a recta AB (fig. 82, b y c) el plano R paralelo al plano 

Mí. Este plano corta al plano dado según la recta AiAf (los puntos m! n' m v n se 
encuentran en la intersección de las trazas R v y R h con las proyecciones del mismo 




; o S e t f n l ° s ia ** correspondientes del triángulo CDE). Dado que las rectas AB 
y * son de perfil, hallar el punto (/() de su intersección construirnos las. 

f'K’.í V» proyección *• » hníffénWKS S 
ab y m n . Con ayuda de k construimos k sobre a'b' y k sobre ab. 

85. Hallar el punto de intersección de la recta EF con el plano 
dado por el cuadrilátero ABCD (fig. 8(J). 
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Fig. 83. 


§14. CASOS GENERALES DE INTERSECCIÓN DE PLANOS 

86*. Hallar la línea de intersección de los planos dados por el 
triángulo ABC y las rectas paralelas ED y FG (fig. 84, o). 

Solución. En este caso, los puntos comunes para ambos planos pueden ser halla¬ 
dos como los puntos de intersección (Al y ¿V) de los lados del triángulo AB y AC 
con el plano dado por las rectas ED y FG (fig. 84, b ). 

Trazamos por la recta AB el plano proyectante frontal S t expresándolo por su 
traza S z) (fig. 84, c). Este plano corta al plano de las rectas paralelas según ía recta 
1—2 (í 2\ 1—2), que se corta con el lado AB en el punto M (m f m '). El plano proyec¬ 
tante frontal T, trazado por la recta AC, viene dado por su traza T ; este plano 
corta al plano de las rectas paralelas según la línea 3—4 (3'4 f , 3—4), que en su in¬ 
tersección con el lado AC da el punto N (n, ra'). La línea buscada de intersección 
de los planos pasa por los puntos Ai y AL 

Para determinar la visibilidad de los planos, al cortarse estos mutuamente, en 
general, se debe emplear el procedimiento indicado, por ejemplo, en la solución del 
problema 77. Examinemos los puntos 2 (que se encuentra sobre la recta FG) y 5 
(que se encuentra sobre la récta AB). El análisis de la posición de estos puntos de¬ 
muestra que en el plano V el punió 5 tapa al punto 2, lo que significa que la recta AB 
en este lugar pasa ante !a recta FG, es decir, el triángulo ABC es visto hasta ta recta 
/CAÍ. Lo demás está claro del dibujo. 

87* Hallar la línea de intersección de los pianos dados por el 
triángulo ABC y el cuadrilátero DEFG (fig. 85). 

88. Hallar la linea de intersección de los planos dados por el tri¬ 
ángulo ABC y el cuadrilátero DEFG (fig. 86). 




c) 

Fig. 84a—c. 


89*. Hallar la línea de intersección de dos planos, uno de los cua¬ 
les está dado por las rectas paralelas AB y CD , y el otro, por las 
rectas que se cortan FE y EG (fig. 87 t a ). 

Solución. Para hallar los puntos comunes para los planos dados se han íntro^ 
ducído dos planos auxiliares S y T (fig. 87, ó) y se lian construido las líneas de 
intersección de estos planos con los dados. Por los puntos Al y N de intersección 
de estas líneas pasa la re<jta buscada En la fig. 8/ t c los planos S y T son parale¬ 
los al plano H. Ellos cortan a los planos dados según las horizontales /— 2, 3—4 y 
5—6 t 7—8 (véase el problema 67). 

Las rectas 1—2 y 3 — 4 , al intersecarse, dan el punto Aí (rn f m r ) t y las rectas 
5—6 y 7—el punto N (n, ti’). La recta AÍA r (mn, w!n f ) es la línea buscada de inter¬ 
sección de los planus. 
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90. Hallar la linea de intersección de dos planos, uno de los cua¬ 
les está dado por el triángulo ABC , y el otro, por las rectas paralelas 
ED y FG (fig. 88), 


.. - 

■rfj 


a' 

c * 

Fig. 88. 

91. Hallar la linea de intersección de dos planos, uno de los cua¬ 
les viene dado por el triángulo DEF, y el otro, por ¡a recta BC y el 
punto A (fig. 89). 



CAPITULO 


PARALELISMO 


i ri^nri^^jJK.ULAniLJAJj 


DE RECTA Y PLANO 
Y DE DOS PLANOS 


§15. PARALELISMO DE RECTA Y PLANO 
Y DE DOS PLANOS 


92*. Trazar por el punto A una recta cualquiera paralela al plano 
del triángulo BCD (fig. 90, a). 

Solución. Una recta es paralela a un plano, si ella es paralela a una recta situada 
en éste plano. Por esta razón, por el punto A se puede trazar una infinidad de rectas 
paralelas al plano dado. Por ejemplo, al trazar (fig. 90 T b) por el punto a' la recta 


*T. paralelamente a b'd' y por a la recta ef paralelamente a bd, obtenemos las pro¬ 
yecciones de la reda EF paralela al lado BD de] triángulo v, por consiguiente, tam¬ 
bién a su plano. La elección de fa recta BD fue arbitraria. 

93*. Trazar por el punto A una recta cualquiera paralela al plano 
P (fig. 91, a). * 

Solución. Construimos (fig. 91, las proyecciones mn y m r n r de cierta recta MN 
situada sobre el plano P. Luego, por el punto a' trazamos la proyección frontal b f c 
paralelamente a mV, y por a 3a proyección horizontal be paralelamente a mn ♦ La 
recta BQ es paralela a la recta MN y, por lo tanto, también al plano P , 








Fig. 91a, b. 


94*. Determinar si ¡a recta AB es paralela al plano P {fig. 92, a). 

Solución. Para determinar si 3a recta AB es paralela ai plano P t hay que preten¬ 
der trazar en este plano una recta paralela a la dada. En la fig. 92, b se ha tra¬ 
zado la proyección frontal c'd f paralelamente a a'b '. Construirnos la proyección ho¬ 
rizontal cd t observando la condición de que la recta CD debe estar situada sobre el 


plano P. Puesto que la proyección construida cd no es paralela a ab, entonces las 
rectas AB y CD no son paralelas entre sí, lo que significa que la recta AB no es 
paralela al plano P. 

Se podía haber comenzado con el trazado de la proyección horizontal de cierta ■ 
recta paralelamente a ab , construir su proyección frontal, observando la condición 
de que esta recta debe estar situada sobre el plano P, y confrontar la proyección 
frontal construida con a*b f . 

95. Determinar si la recta AB es paralela: 

a) al plano dado por las rectas paralelas CD y EF {fig. 93, a), 

b) al plano P (fig. 93, £?), 

c) al plano Q (fig. 93, c ). 

96*. Trazar por el punto A un plano paralelo al plano dado por 
los puntos £, C y D (fíg. 94, a). 
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Fig. 92a, b. 



Solución. Dos planos son paralelos, si dos rectas que se cortan de uno de ellos son 
respectivamente paralelas a dos rectas que se cortan del otro plano (fig. 94, b ). 

Para construir el plano buscado trazamos en el plano dado dos rectas que se cortan 
BD y CD {fig. 94, b y c). Luego, por el punto a f trazamos aff 1 paralelamente a b f d f 


*'T 


-o' 

^ i- 

1 c~ 
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í 
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y a e ' paralelamente a c'd\ y por el punto a trazamos af paralelamente b bd y ae 
paralelamente a cd. Las rectas AF y AE son paralelas a las rectas BD y CD; por 
consiguiente, son paralelos entre sí también los planos que ellas determinan. 

97*. Trazar por el punto A {fig. 95, a) un plano paralelo al plano P. 

Solución. Como es sabido, las horizontales de planos paralelos son paralelas 
entre sí, también son paralelas entre sí las frontales. También las trazas homónimas 
de los pianos paralelos son respectivamente paralelas entre sí (fig. 95, b). 

En la fig 95, c expresamos el plano buscado por dos rectas, la horizontal AC y la 
jrontal AB , para lo cual por el punto a f trazamos a'b 1 paralelamente a P v y a'c' para- 
clámente al eje x t y por el punto a trazamos o c paralelamente a P h y ab parale- 
ámente al eje x< Puesto que la traza r v es una de las frontales del plano P, y la 
traza P h es una de sus horizontales, obtenernos el paralelismo de las horizontales y 
^ paralelismo de las frontales de uno y otro planos, es decir, el paralelismo de estos 
Parios. En la fig. 95, d se muestra la construcción de las trazas Q v y Q h del plano 
Aseado. Para su construcción trazamos por el punto A la horizontal del plano 
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buscado paralelamente a la traza P A y hallamos la traza frontal .V (n, n f ) de esta 
horizontal. Ahora trazamos por el punto n' la traza Q t¡ P hf hallamos el punto Q# 
sobre el eje x y trazamos la traza Q h paralelamente a P h . 


C) d) 

Fig. 95a — d. 

98. Trazar por el punto A <fig. 96) un plano paralelo al plano 
dado por las rectas paralelas CD y EF\ expresar el plano buscado por 
dos rectas que se cortan. 


Fig. 97. 




99. Trazar por el punto A (íig. 97) un plano paralelo al plano P\ 
expresar el plano buscado por sus trazas. 

100. Trazar por el punto A (fig. 98) un plano paralelo al plano P. 
Dar las respuestas: a) expresar el plano buscado por su horizontal y 
su frontal, b) por sus trazas. 


101. Determinar si 


son paralelos dos planos, uno de los cuales 
esta dado por las rectas paralelas AB y CD, y el otro, por las rectas 
que se cortan EF y EG (fig. 99). 


§ 16. PERPENDICULARIDAD DE RECTA Y PLANO 
Y DE DOS PLANOS 

102*. Trazar por el punto A una perpendicular al plano dado 
por las rectas AB y AC (fig. 100, a). 



Solución. Es conocido, que la proyección frontal de una perpendicular al plano 
® perpendicular a la proyección frontal de la frontal del plano, y la proyección 
norizontal de dicha perpendicular es perpendicular a la proyección horizontal de la 
ioi izonial del piano. En el dibujo (fig. 100, 6) trazamos la proyección frontal de la 

^ B. O. TopflOH 
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107, Trazar por el punto A un plano perpendicular al segmento 
BC (fig. 105); no hace falta construir las trazas del plano. 

108 a , Trazar por la recta AB un plano perpendicular plano del 
triángulo CDE (fig. 106, a). 

Solución, Si un plano contiene una perpendicular a otro plano* estos planos 
son perpendiculares entre sí. Para trazar por ÁB el plano buscado, hay que levantar 
en cualquier punto de la recta, por ejemplo en el B, una per¬ 
pendicular al plano dado. Puesto que el lado CD del trián¬ 
gulo CDE es la frontal, y el lado CE es la horizontal 
(fig. 106, a), entonces, trazando b'fjjc'd? y bf_\_ce (fig 106, b), 

ílhtptlHrpmi^!: 1 íi nprnpnflií'iilír al nlam /IíU trt 1 1rt. /Ti F 

-- — - r V-, t"' 1 "'' “ ,Uli 6 U ‘ V 

Las rectas AB y BF determinan el plano buscado. 


Fig. 105. 


Fig. 106a, b. 


!09. Trazar por el punto K un plano perpendicular a dos planos 
dados, uno de los cuales está dado por las rectas paralelas AB y CD, 
y el otro, por el triángulo EFG (fig. 107). 


6 ) 

Fig. 104a — c. 


Solución. Traíamos por el punto A (fig. 104, b) la frontal AC y la horizontal j 
AD del plano buscado perpendicular raen te a AB. La proyección frontal ac de la 
frontal es perpendicular a a'b', y la proyección horizontal ad de la honzontal es per-I 
pendientar a ab. Las rectas .4C y AD determinan el plano dado. Para expresar el . ; 
plano por sus trazas (fig. 104, c), construimos las proyecciones n y n de lai trazN 
frontal de su horizontal AD. Por el punto n' trazamos la traza P v perpendicular mente 
a a'b', y por P x trazamos la traza P h perpendicularmente a ab. 


perpendicular a'e' perpendiculármente a la proyección frontal a'b' de la frontal, y su 
proyección horizontal perpendicularmente a la proyección ac de la horizontal. 

103. Trazar por el punto E una perpendicular al plano dado por 
las rectas paralelas AB y CD (fig. 101). 

104. Trazar por el punto A una perpendicular al plano P üig. I0¿). 


Fig. 101. 


Fig. 102. 


Fig. 103. 


105. Trazar por el punto A del plano P una perpendicular a este 
plano y llevar sobre ella el segmento igual a l (fig. 103). 

106*. Trazar por el punto A un plano perpendicular al segmento A ti 
(fig. 104, a). Expresar el plano por sus líneas principales y sus trazas. 




110* Determinar si serán perpendiculares entre sí dos planos; 

a) el plano dado por la recta BC y el punto A y el plano P (fig. 108, a); 

b) el plano del triángulo ABC y el plano dado por las rectas DE y 
FG (fig. 108 t b ), 


111*. Levantar en el punto A una perpendicular al plano dado: 
a) por el triángulo BCD (fig. 109, a); b) por sus trazas (fig. 109, 6);J 

c) por el triángulo BCD (fig. 109, c). En todos los casos construir el 
pie de la perpendicular en el plano dado* 

Solución, a) Trazamos por el punto B (fig. 109, d) la frontal B—1 del plano 
dado, y por el punto D, la horizontal D— 2. La proyección frontal de la perpendi¬ 
cular buscada pasa por a' perpendiculármente a b 1\ y la proyección horizontal pasa 
por a perpendiculafmente ad— 2. El pie de la perpendicular (fig. 109, e) se determina 
como el punto de intersección de esta perpendicular con el plano. Colocamos la per¬ 
pendicular en un plano proyectante horizontal R (lo expresamos por su traza R k ) y 
hallamos la línea de intersección de este plano con el plano del triangulo (la recta 
NM). Obtenemos el punto k 1 (la proyección frontal del pie de la perpendicular) y 
con ayuda de este punto hallamos k. 

b) En la fig. 109, f, la proyección frontal de la perpendicular se ha trazado 
bajo un ángulo recto a la traza P*,, y la proyección horizontal, bajo un ángulo recto a 
la traza P h . Para construir el píe de la perpendicular colocamos esta en un plano pro¬ 
yectante frontal R (fig. 109, g), construimos la línea de intersección de los planos M 
y P (la recta MN ). Obtenemos el punto k (la proyección horizontal del pie de >a 
perpendicular) y con su ayuda hallamos es punto k l . 

c) Al trazar la horizontal (fig. 109, c), observamos que esta recta es 

paralela al eje x. De esto deducimos que el plano del triángulo es un plano proyec¬ 
tante de perfil. Por consiguiente, la perpendicular a este plano es una recta 

P Construimos las proyecciones de perfil del triángulo y del punto A. Desde a 
trazamos una perpendicular a cVL El punto k" es la proyección de perfil del pie a 
Ja perpendicular. Con ayuda de k" hallamos k f y k en las proyecciones del rmsmQ, 
nombre de la perpendicular buscada. 









113** Construir en el plano, dado por las rectas paralelas CD y 
EF el lugar geométrico de los pies de las perpendiculares levantadas 
en los puntos de la recta AB a este plano (fig. 111, a). 



I lugar geométrico buscado de los puntos es {fig. lfl T la linea de 

So™ ÍÍÍ’„*S S P ' d ‘ d “ ’ 2> *' Pl>n °' 

I „ trazamos (fig 1 U, c) en el plano ciado ia horizontal C—/ y la frontal C —2 
*' P-°yecciones frontales de las perpendiculares son perpendiculares a c r 2* v las 
proyecciones horizontales son perpendiculares a c—L P eílUiCUlñres a , y las 

Para construir el lugar geométrico buscado de los puntos (fig, t u d\ halla 

La T de lñ% P er P endícula res trazadas con el plano dado, 

recta AxA a es precisamente el lugar geométrico buscado* 
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114. Construir en e! piano, dado por el triángula CDE y el lugar 
geométrico de los pies de las perpendiculares a este plano, levantadas 
en los puntos de la recta AB (fig, 112), 


Fig. 112. 


115*. Desde el vértice A del triángulo ABC trazar una perpendi¬ 
cular al plano de este triángulo (íig. 113, a) y llevar sobre dicha per¬ 
pendicular un segmento de longitud L 

Solución, Para construir la perpendicular trazamos (fig. 113, 6} la horizontal 
A—í y la frontal A—2 del plano def triángulo; la proyección frontal de la perpen¬ 
dicular es perpendicular a a'2' f y su proyección horizontal es perpendicular a a—L 
La construcción ulterior (fíg' 113, d) es análoga a la efectuada en el problema 20. 
Las rectas a ! d 1 y ad son las proyecciones del segmento buscado. 

Este problema tiene dos soluciones. En el segundo caso hay que prolongar la 
perpendicular hacia el lado contrario al piano dado, 

116, Trazar desde el punto D una perpendicular al plano dado 
por las rectas paralelas AB y CD f y llevar sobre esta perpendicular un 
segmento de longitud / (fig. 114), 

117*, Construir el lugar geométrico de los puntos alejados de cierto 
plano a la distancia L Dar la solución para los casos en que el plano 
viene dado por el triángulo ABC (íig- 115, a) y por sus trazas 
(fig, 115 , b). 

Solución, El lugar geométrico buscado de los punto son dos planos paralelos al 
dado y situados a ambos lados de éste a la distancia L 
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Fig. 114. 


c) 

Fig. 113a — c. 


En la fig, 115, c se muestra uno de estos planos. Para construir este plano (fig. 
115, d) trazamos desde cualquier punto de este plano {por ejemplo, desde el C) una 
perpendicular at plano {presten atención en que en d triángulo dado el lado AC es la 
horizontal, y el BC es la frontal) y llevamos sobre esta perpendicular el segmento /£C 
de longitud /. Luego, trazamos por el punto K {fig. 115, e) las rectas KN y A'Ai para¬ 
lelas aunque sea a los lados BC y AC del triángulo ABC. 

Si el plano está dado por sus trazas (fig. 115, h), entonces es cómodo tomar un 
punto en una de las trazas. En la fig. 115, /' se ha tomado el punto N sobre la traza 
P v * Trazando desde este punto la perpe®dieuiar al plano P y llevando sobre ella un 
segmento igual a /, trazamos por el punto K (fig. 115, g) la horizontal CD y la frontal 
AB del plano buscado. 
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Fig. 116. 


Fig. 


115a — g 


118. Construir el lugar geométrico de los puntos alejados del 
plano P {fig. 116) a la distancia l. Dar dos soluciones. 

119*. En el punto A de la recta BC levantar una perpendicular 
hasta su intersección con la recta EF (fig. 117, o). 
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Solución, El lugar geométrico de Jas perpendiculares a la recta BC, levantadas 
en el punto A, es e! plano P que pasa por el punto A perpendicularmente a la recta 
BC (fig. 117, fr). El punto K de intersección de este plano con la recta EF es el punto 
de intersección de la perpendicular buscada con la recta EF * 



Fig, 117a - d. Fig. 118. 


En la fig, 117, c expresamos el plano, perpendicular a BC, por su frontal AM y 
horizontal AN< Determinamos el punto K de intersección de la recta EF con este 
plano (fig, 117, d), situando EF en el plano proyectante frontal R {lo expresamos por 
su traza /?*,); k'a' y ka son las proyecciones de la perpendicular buscada, 

120. Levantar en el punto A la perpendicular a la recta BC hasta su 
intersección con la recta EF {fig. 118). 

121*, Trazar por el punto A una recta que corte a las rectas BC 
y ED (fig. 119, a). 


75 


Solución* El lugar geométrico de las rectas que pasan por el punto -4 y que cor¬ 
tan a la recta ED es el plano dado por estos elementos (fig. 119, 6). Si se construye 
tal plano y se halla el punto K de su intersección con la segunda recta (la ¿?CL enton¬ 
ces, la recta buscada pasará por los puntos A y K- Tal construcción se ha efectuado 




en la fig. 119, c y en la fig. 119, d , donde, primeramente, el plano determinado 
por el punto A y la recta ED está expresado por el triángulo AED y y luego, se ha 
hallado el punto K de intersección de la segunda recta (£C) con el plano de este tri¬ 
ángulo* 



La recta buscada pasa por los puntos A y K y corta a la recta ED en el punto M 
(fig. 119, e). Claro está que sí la construcción es precisa, las proyecciones m y m’ 
deberán estar situadas sobre la línea de referencia rn m perpendicular al eje 

Este problema se puede resolver de otra manera; tomar dos planos, uno de los 
cuales queda determinado por el punto A y la recta ED (como se ha hecho en la 
fig. M9, c) y el otro, por el punto A y la recta BC. La línea de intersección de 
estos dos planos será precisamente la recta buscada que pasa por el punto A v míe 
corta a Jas rectas BC y ED. J 4 



122, Trazar por el punto A una recta que corte: 

a) a la arista SD y el lado BC de la base de la pirámide SBCD 

^ i nn r 

11 U) y 

b) a la arista BG y el lado EF de la base superior del prisma 
(fig. 120, b). 


Fig. 120a, b. 


123*. Construir el lugar geométrico de los puntos equidistantes 
de los puntos A y B {fig. 121, a). 

Solución. El lugar geométrico buscado es un plano que pasa por el punto medio 
ucl segmento AB perpendicul ármente a éste. 

Dividimos la proyección del segmento AB por la mitad (fig. 121, b). Por el 
ír 1 i '™ dl0 , ( el punió C) trazarnos la horizontal CD±AB y la frontal CE [ AB 
' !g - i 1, c > del p . no büseado ' Para expresar este plano por sus trazas, hay que! ¡jar 
¿ eJ e de proyección y construir aunque sea la traza frontal de la horizontal {ei punto 

p c , n f, g. Y 1 ’“) y trazar P or ellñ ia traza correspondiente de] plano P. La traza 
F v±a b', y la traza P n ±ab (ó¡|nc). * 
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124. Construir el lugar geométrico de los puntos equidistantes 
de los puntos^ y B (fig. 122, a y b). En el primer caso, dar la respuesta 
sin las trazas, y en el segundo, con las trazas. 



125*. Construir la proyección que falta del punto K que equidista 
de los puntos A y B (fig. 123, a). 

Solución. Puesto que el lugar geométrico de todos los puntos del espacio, equi¬ 
distantes de los puntos A y B, es un plano que pasa por el punto medio del segmento 
AB perp endi cu lar mente a éste, el punto K deberá pertenecer a este plano. 



Fig. 123a — c. 


En la fig. 123, b este plano viene determinado por la frontal CE y la horizontal 
CD que pasan por el punto medio del segmento AB. 

Trazamos por el punto k 1 (fig. 123, c) la proyección frontal k'f de la horizontal 
del plano y construimos su proyección horizontal, sobre la cual señalamos el punto k , 
que es la proyección buscada del punto K. 


126. Construir la proyección que falta del segmento CD, cada 
punto del cual equidista de los puntos A y B (fig. 124). 




Fig. 124. 

127*. Construir en un plano el lugar geométrico de los puntos equi¬ 
distantes de dos puntos dados A y B: a) el plano está dado por dos 
rectas paralelas (fig, 125, a); b) el plano está dado por sus trazas 
(tig. 125, b). 
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Fíg. 125a — e, 




Solución. Puesto que el lugar geométrico de los puntos equidistantes de los 
puntos A y B es un plano que pasa por el punto medio del segmento AB perpendi* 
culármente a éste (fig. 125, c) t el lugar geométrico buscado será la línea de interseca 
ción de este plano con el dado (I a recta MA ,r )> 

En la fig. 125, d el plano, perpendicular al segmento AB y que pasa por su 
punto medio, está expresado por la frontal KC y ía horizontal TC. 

Ahora hay que hallar la línea de intersección de los dos planos, lo que se ha hecho 
hallando los puntos de intersección de las rectas DE y FG (fig. 125, e) T que determi¬ 
nan el plano dado, con el plano expresado por la horizontal TC y la frontal KC {véase 
el problema 86). 

En la fig. 125, f el plano Q, perpendicular al segmento AB en su punto medio, 
viene expresado por sus trazas. Hallamos los puntos Al y N de intersección de las 
trazas del mismo nombre de los planos P y Q y trazamos por ellos la recta buscada 

MN (fig* 125. í)- 


í28. Construir el lugar geométrico de los puntos equidistantes 
de los puntos A y B: 

a) en el plano dado por el triángulo CDE (fig, 126, a); 

b) en el plano P (fig. 126, fc). 

129** Vienen dados el plano del triángulo CDE y la recta AB 
(fig. 127, a). Trazar en este plano una recta que corte a AB bajo un 
ángulo recto. 


Solución. La recta buscada se obtendrá (fig. 127, b) como la línea de intersec¬ 
ción del plano del triángulo (P) con el plano Q perpendicular a AB y que pasa por el 
punto (K) de intersección de AB con el plano dado. 

Por eso hallamos (fig. 127, r) el punto K de intersección de la recta ÁB con el 
plano del triángulo CDE. Como plano auxiliar se ha tomado el plano proyectante 
frontal R , trazado por la recta AB. Halladas las proyecciones k y k' t trazamos por 
ellas las proyecciones de la frontal y la horizontal del plano perpendicular a AB 
(fig. 127, rf), Con el fin de construir la línea buscada de intersección de los planos 
hallamos (fig. 127, é) el punto (m', m) de intersección del lado ED del triángulo con 
el plano trazado por el punto K> La recta AÍK (m f k\ mk) es la recta buscada. 



















































130. Están dados la rectal B y el plano dado por las rectas parale¬ 
las CD y EF. Trazar en este plano una recta que corte a la recta AB 

bajo un ángulo recto (fig. 128). . 

131 Vienen dados la recta AB y el plano P. Trazar en este plano 
una recta que corte a la recta AB bajo un ángulo recto (fig. 129). 



132*. Vienen dados el plano del triángulo LMN y las rectas AE 
y FG. Construir un paralelogramo, en el cual el lado AD está situado 
sobre la recta AE, el lado AB es paralelo al plano del triángulo, el 
vértice B pertenece a la recta FG, y la diagonal BD es perpendicular 
al lado AD (fig. 130, o). 

Solución. Fijemos el plan de resolución (fig. 130, 6 y c). 

1. Trazar por el punto A el plano (P) paralelo ai plano del triangulo LMN. 

2. Hallar el punto de intersección (B) de la recta FG con el plano P. 

3. Trazar por'el punto B el plano (Q) perpendicular a la recta AE. 

4. Hallar el punto de intersección (D) de la recta AE con el plano Q. 

5. Trazar el segmento AB y paralelamente a éste una recta por el punto D, y por 
el punto B, una recta paralela a AD. 

En la fig. 130, c y d se muestra la construcción del plano P paralelo al plano 
del triángulo LjVIjV. El plano P, trazado por el punto A, viene dado por dos rectas 
que se cortan 4— 1 y A—2, de las cuales A— I es paralela a LM, y A—2 es para¬ 
lela a LN. .... , _ , . . 

Eíi los mismos dibujos se muestra la determinación del punto B de intersección 
de la recta FG con el plano P, para lo cual por FG se ha trazado el plano proyectante 
frontal S dado por su traza S ü+ La proyección horizontal 1—2 de la línea de inter¬ 
sección de los planos P y S corta a la proyección horizontal fg en el punto a. Con 
ayuda del punto b hallamos la proyección b' sobre . 
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Fig. I27a —e* 












































































En la fig, 130, e se muestra la construcción del plano Q perpendicular a AE. 
Este plano se ha trazado por el punto B y se ha expresado por la horizontal B—4 y la 
frontal perpendiculares o AE* En el mismo dibujo se muestra la construcción 

del punto D, en el que la recta AE corta al plano Q expresado por la horizontal 

q _ 4 y la frontal B—3. Por AE se ha trazado el plano proyectante horizontal T 

expresado por su traza T se han construido las proyecciones 3 —4 y 3'4* de la 1 mea 
de intersección de los pianos T y Q y las proyecciones d' y d. 

En la iig. 130, / viene dada la construcción del paralelogramo buscado, para lo 
cual se han trazado las proyecciones db 1 y üb t a f d f y ad de dos lados del paralelo- 
gramo, y luego íVlla'd'; hc\\üd\ d f c f ¡\a r b f y <k\ob. Los puntos d y c deberán estar 
situados sobre la línea de referencia cc perpendicular al eje x. 

133. Están dados el triángulo LMN y las rectas AE y FG. Cons¬ 
truir un paralelogramo, cuyo lado,4D se encuentra sobre la recta AE, 
el lado ¿IB es paralelo al plano del triángulo, el vértice B pertenece a 
la recta FG, y la diagonal BD es perpendicular al lado AD (fíg. 131). 



134*. Trazar por el punto A una recta paralela ai plano P y al plano 
del triángulo CDE (fig. 132, a). 

Solución. Si la recta buscada debe ser paralela simultáneamente a dos planos, 
entonces ella deberá ser paralela a la línea de intersección de estos planos (fíg. 132,6). 
Introduciendo dos planos auxiliares T y S hallamos la línea de intersección MN 
de los planos (fig. 132, c). Las proyecciones de la recta buscada b’f y 6/ pasan por o' 
y a paralelamente a las proyecciones del mismo nombre de la recta MN (fig. 132, d). 

135. Trazar por el punto A una recta paralela al plano P y ai 
plano dado por las rectas que se cortan DE y DF (fig. 133). 
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Fig. 133. 










































































136. Trazar por el punto A una recta paralela al plano P y al 
plano dado por las rectas paralelas DE y FG (fig. 134). 



137*. Trazar unas rectas, cada una'de las cuales se encuentra a la 
distancia l x del plano P, y a la distancia / 2 del plano dado por la recta 
BC y el punto A (fig. 135, a). 

Solución. La resolución de este problema se basa en la noción sobre el lugar geo¬ 
métrico de las rectas que se encuentran a una distancia determinada del plano dado, 
es decir, de un plano paralelo al dado. 

Las rectas buscadas son las líneas MN de intersección de dos planos Q, parale¬ 
los al plano P y situados a ambos lados de éste a la distancia l íf con dos planos S 
paralelos al segundo de los planos dados y que se encuentran a la distancia / 2 de 
éste. En total tales rectas pueden ser cuatro. En la fig. 135, b viene representada 
una de ellas. 

En la fig. 135, c se muestra: 1) el trazado de la perpendicular al plano P desde 
un punto Mi tomado en este plano y la construcción del punto /C lt sobre ésta perpen¬ 
dicular, a la distancia M 1 Ki=l 1 ] 2) el trazado de la perpendicular al plano dado por 
el punto A y la recta BC , desde el punto A (con ayuda de la horizontal A—2 y la 
frontal A— 3) y la construcción del punto K 2 , sobre esta perpendicular, a la distan¬ 
cia v4/C 2 =/ 2 . 

En la fig. 135, d se muestra el trazado, por el punto /C lf del plano Q paralela¬ 
mente al plano P, y por el punto /C 2 , el plano S expresado por la horizontal K 2 5 
y la frontal K 2 6 paralelas respectivamente a la horizontal ,4— 2 y la frontal A—3 
pertenecientes al plano dado por el punto A y la recta BC. 

En la fig. 135, e se ha construido la línea de intersección del plano Q con el plano 
S expresado por la horizontal K 2 5 y la frontal K 2 6. La recta obtenida MN es 
paralela a ambos planos dados. 

138. Trazar una de las rectas que se encuentran a la distancia 
/i del plano P, y a la distancia / 2 del plano del triángulo ABC (fig. 136 ). 

139*. Trazar una recta que corte a las rectas dadas AB y CD y 
que sea paralela a la recta EF (fig. 137, a). 

Solución. Fijemos el plan de resolución del problema (fig. 137, b ). 

1. Trazar por la recta CD un plano (Q) paralelo a la recta EF. 

2. Hallar el punto ( K ) en el que la recta AB corta al plano Q. 











































3. Trazar por el punto K una recta (KM) paralela a la recta dada EF. 

En la fig. 137, c se muestra la construcción de! plano Q que pasa por la recta 
CD y que es paralelo a la recta EF. El plano Q esta expresado por la recta CD y 
la recta DG que corta a ésta y que está trazada por el punto D paralelamente a EF. 



Fig 136. 


En la íig, 137, d se muestra la construcción del punto K en el que la recta AB 
corta al plano Q. La recta AB está situada sobre el plano proyectante frontal R ex¬ 
presado por su traza R v . El plano Acorta al plano Q según la recta - 2. En la inter¬ 
sección de 1—2 y ab se obtiene la proyección k\ con ayuda del punto k hallamos la 
proyección frontal k\ 

Finalmente, en la fig. 137, e vienen dadas las proyecciones km y k'm r de la 
recta buscada: k'm'We'f y km\\ef. Claro que las proyecciones m' y m deberán obtener¬ 
se sobre la línea de referencia m f m perpendicular al eje x. 

140, Trazar una recta que corte a las rectas dadas AB y CD y que 
sea paralela a la recta EF (fig. 138). 

141, Trazar una recta que corte a las rectas dadas AB y CD y que 
sea paralela a la recta EF (fig. 139), 

142*, Vienen dadas las rectas EF f MN , KL y HI. Construir el 
rectángulo ABCD , en el cual el lado AB es paralelo a la recta EF , el 
vértice ¿4 se encuentra sobre la recta KL f el vértice B , sobre la recta 
MN y el vértice C, sobre la recta HI (fíg. 140, a). 

Solución, El lado AB debe cortar a KL y MN y ser paralelo a EF (véase el pro¬ 
blema 139). 

SI se traza (fig. 140, b ), por ejemplo, por el punto G, perteneciente a KL, una 
recta paralela a EF, obtendremos el plano Q paralelo a EF. Luego hay que hallar 
el punto B de intersección de este plano con la recta MN y trazar por el punto B en 
el plano Q una paralela a EF. Esta recta AB corta a las rectas MN y KL y es paralela 
a EF. 

La construcción se muestra en la fig. 140, c . Puesto que los lados BC y deben 
ser perpendiculares entre sí, trazamos por el punto B (fig. 140, d y e) el plano P per- 
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e) 

Fig. 137a — e. 
















































Fig. 139. 


143- Vienen dadas U ]Ldo AB es paralelo a la 

fS eí e v C é?r1 S SlfSümtra sobre la arista SF, d [vértice B 
recado EG de la base y el vértice D, sobre la arista SE. 


pendicular al lado Afl y construimos el punto C de intersección de este plano con 

18 ”%¿¡L por ios puntos /i y C rectas (fig- 140, i y 4 paralelas a las rectas 
SC y AB, hasta su intersección en el punto D. 


Fig. 138. 
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Fig. 140a 
























































Fíg. 14Gd 




144 . Están dadas la pirámide SEFG y la recta MN (fig. 142). 
Construir el rectángulo ABCD, en el que el lado AB es paralelo a la 
recta MN, el vértice A se encuentra sobre la arista SG, el vértice B, 
sobre el lado EF de la base y el vértice D, sobre la arista SF. 



145 *. Trazar por el punto A una recta paralela al plano dado por 
las rectas paralelas ED y FG, y que corte a la recta BC (fíg. 143, a). 


Solución. Se puede hacer el siguiente pian de resolución del problema (fig. 
143, h)\ 

1) trazar por el punto A un plano (P) paralelo al piano dado; 

2) hallar el punto (K) de intersección de BC con el plano P; 

3) trazar la recta buscada AK. 

En la fíg. 143, c el plano P t trazado por el punto A t viene expresado por la 
recta AMWEDia'm'We'd* t am\\ed) y la horizontal AN. Para trazar la proyección 
horizontal de este plano se ha tomado la horizontal E—í en el plano dado por las 
rectas ED y FG(an\\el}. En la fíg. 143, d se muestra la construcción del punto K 
en el que la recta dada BC corta al plano P\ por BC se ha trazado un plano proyectan¬ 
te frontal (expresado por su traza R v ) f se han construido las proyecciones 2'3' y 2—3 
de la recta de intersección de los planos P y R t se ha obtenido el punto k en la inter¬ 
sección de la recta 2—3 con be. Con ayuda de la proyección k se ha hallado la pro¬ 
yección k\ Las proyecciones de la recta buscada son a'k' y ak. 


146 . Trazar por el punto A (fig. 144) una recta, paralela al plano 
P , que corte a la recta BC , 
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147. Trazar por el punto A (fig, 145) una recta que sea paralela 
al plano dado por las rectas que se cortan DE y DE, y que corte a la 
recta BC■ 
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Solución El lugar geométrico buscado es la línea de intersección ALV (fig 

146 íú de los planoí P y Q, perpendiculares respectivamente a los segmentos AB 
14b, b) de los pianos r > v. k v ^ y que pñsaíl p0 r los puntos medios 

X* Ki y de estos segmentos. En la fig. 146, c 
estos planos vienen expresados por sus trazas. Va¬ 
liéndonos (fig. 146, d) de los puntos de intersec¬ 
ción de lastrabas del mismo nombre de los planos, 
construimos su línea de intersección MN. 

j I 149 . Construir el lugar^ geométrico 

de los puntos equidistantes de los pumos 

|_dados A y B y C (fig*147). 

a -- : ¡50*. Viene dado el triangulo AHL 

¿1 (fig. 148, a). Construir la pirámide SABC, 

cuyo vértice 5 equidista de los puntos 
A> B y C . La distancia desde el punto 5 




Fig. 147. 



Fig. 148a — d 
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hasta el plano V es 1,7 veces mayor que la distancia desde este mis- 
mo ponto hasta el plano 

Solución,El lugar geométrico de ios puntos equidistantes de Jos puntos A * 
B y C (véase el problema 148*) es la línea de intersección MN de los planos P y 
Q trazados por los puntos medios (Ki y Ké de los segmentos AB y BC 
perpendicularmente a éstos (fig. i48, b y c). El vértice S debe encontrarse sobre 
esta recta. El lugar geométrico de los puntos cuya ordenada es 1,7 veces mayor que 
su Z-coordenada, es el plano axial T, cuya traza de perfil T w pasa (fig. 148, c) 
por el punto O y por el punto, la distancia desde el cual hasta eí eje y es igual a 
10 unidades, y hasta el eje z t a 17 unidades. El punto S pertenece a este piano, 

I „ _ z: i _* u _, £ _ j. - i- i . . ■ t - r 

uc pcim * uci veinte ut m piiymiue 
se encuentra en el cruce de mV con la traza T w (en 
la figura, para simplificar el dibujo, se ha cons¬ 
truido la proyección de perfil del punto D pertene¬ 
ciente a la recta MN), Con ayuda de s* hallamos s f 
y s .. En la fig, 148, d vienen dadas las proyecciones 
de la pirámide buscada. 


15L Está dado el triángulo ABC (fig.149), 
Construir las proyecciones de la pirámide 
SÁBC t cuyo vértice S equidista de los vér¬ 
tices de ía base ABC y se encuentra en el 
plano V. 

152*, Están dados los puntos A, L f M 
y N (fig. I5G t a). Construir el paralelogra- 
mo ABCD f en el cual el vértice B se en¬ 
cuentra en el plano //, el lado CD, sobre 
una recta equidistante de los puntos L t M 
y V s y el vértice D equidista de los planos 
V y H. 


Solución. Puesto que el lado CD del paralelo- 
gramo buscado debe encontrarse sobre una recta 
equidistante de los tres puntos, comenzamos con la 
construcción de esta recta. Ya nos 'encontramos con 
semejante construcción: la recta £F se obtiene como 
la línea de intersección de dos planos P y Q (fig. 

150, b y c) trazados perpendicalármente a los segmen¬ 
tos LM y MN por sus puntos medios. El punto D 
en esta recta lo hallamos de la condición de que 
equidista de los planos V y H (fig, 150, d): traza¬ 
mos por el punto f la recta auxiliar f r 5 bajo el mis¬ 
mo ángulo al eje x que la recta f'e\ obtenemos sobre 
la proyección e¡ el punto d t y con ayuda de éste, d' t 
con la particularidad de que d* 6=d—6. 

Ahora bien, hemos obtenido uno de los vértices del paralelogramo buscado 
(el punto/)) y la dirección del lado que pasa por este punto (la recta EF). Tra¬ 
zando por el punto dado A una recia paralela a EF t obtenemos el lado AB* 
conociendo que, según los datos del problema, el punto B debe pertenecer al 
plano H. 

Queda terminar la construcción de las proyecciones del pai^ le lógrame, trazando 
üb' y ah (fig, 150, e) t óV¡;a'¿f y bc\\ad. Los puntóse' y c deben estar situados sobre 
la línea de referencia c f c perpendicular al eje x. 



^íwei^A' - . 
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153. Están dados los pontos A, L, M y N (fig. 151). Construir 
el paralelogramo ABCD t en el cual el vértice B se encuentra en el 
plano H e! lado CD está situado sobre una recta equidistante de los 
puntos 1 T M y N f y el vértice D equidista de los planos V y H 

154 Viene dado el triángulo ABC (fig. 152). Construir las provec- 
aones de Ja pirámide SABC, cuyo vértice 5 equidista de los puntos 
A, B y C y se encuentra a la misma distancia de los planos V y H. 



Fi S- 151 • Fig. 152. 
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CAPÍTULO 


_^ rx r-t T s^r\ A r r 7 ' r IV \ I \MC 

EMlr'LEU UXj l>\jd iviin il'uuü 
DE TRANSFORMACIÓN 
DEL DIBUJO 

§ 18. DETERMINACIÓN DE LAS DISTANCIAS 

*( 55 * Determinar la magnitud verdadera del segmento AB de 
una recta de posición general (fig- 153, a). 



Solución. Como es conocido, la proyección de un segmento <je recta sobre un 
plano cualquiera es igual al propio segmento teniendo en cuenta la escala dtl di- 
bulo) si el segmento es paralelo al plano {fig. 153, 6). De esto se desprende que 
mediante la transformación del dibujo hay que conseguir que el segmento dado sea 
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paralelo al plano K o al plano H, 0 bien añadir ni ,, „ , 

pendicular al plano V o al plano // y al mismo timnn 3 ut I 1) 3,10 1,125 per- 

, ju* ^vz¡a±is * 

g ,, do 

hasta situarlo paralelamente^! pfano V Di rante este gTro^UuntoS^ P ' an ° H ’ 

» s..» ye punte .4 „p ,. P posidón J¡„ ZtSil ‘A 

mentó ’ÁB. ~ ~ ~ J " ~ ““ Pr ° J ^ ,yu “ 10 «* ‘S ual 3 la verdadera del seg- 

l5 ®' Está dada la pirámide SABCD (fig. 154). Determinar la 
magnitud verdadera de las aristas AS v CS de la nirámido ™.- i 
el raítodo de cambio de los planos de proyección, y de lí'aris as BS 

íe eiro ' ,omando ei * de «*■ m 



W í , Tú.T m> ™ '' distancia tede el P“"‘“ a hasta la rectaSC 

lwpen°d“S tráiíd^dSe 11 »™ pmk, “a ““redi" ” " lí ' pot el “S™" 1 » de la 

































j* , Sí la recta ^ perpendicular a un plano cualquiera (fig 155 b) zutano i 

;^r a f Sde f 1 punt ° 3 ía recta « P°r la 

punto y el punto que representa la proyección de la recta sobre este plano sí 
U recta ocupa en el sistema V % H una posición general, entonces, p^ deftnS 



la distancia deí punto a la recta, empleando el método de cambio de los planos de 
proyección, hay que introducir en el sistema V> H dos planos auxiliares más. 

Primero (fíg. 155, c) introducimos el plano S paralelo al segmento BC (el 
nuevo eje SJH es paralelo a la proyección be) y construimos las proyecciones 


ífcr-ii 
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y Luego (üg. 155, 4 *'*¥* 

JTpuu'to ™ », W -■ L. dlsUi. entre los puntos o, y *M « * 

a distancia ¿ desde el punto .4 hasta la recta BC. 
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w mí/ 1 
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x m¡7 1 
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En u W 155. « “te mismo problema se b> cumplí*, ' " ”»í« 

de giro, en la forma llamada método de invaria ^e su posición mutua, 

giramos la recta BC y el punto A, conservando i " crnen( jicular al plana H f 
alrededor de cierta recta (que no 5e muestra en el dibujo) perpendicular ai ¡> 
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de tal modo que la recta BC quede situada paralelamente al plano V. Esto es equL 
valente al desplazamiento de los puntos A, B y C en planos paralelos al plano H 
En este caso, la proyección horizontal del sistema dado (BC-\ 4) no varía ni por su 
magnitud ni por su configuración, varía solamente su posición respecto del eje x. 
Colocamos i a proyección horizontal de la recta BC paralelamente al eje * (la posición 
Vi) y determinamos la proyección a u trazamos £T 1 7 l =£ 7— / y además, 

®ihl_Cih' Trazando las rectas b*ba'a[ y c'ci paralelamente ai eje x , hallamos 
sobre ellas las proyecciones frontales b¡, a\ y r¡ ( Luego desplazamos los puntos B lt 

y A x en planos paralelos al plano V (también sin variar su posición mutua), de 
tal modo que B 2 C 2 sea perpendicular al plano H. En este caso, la proyección fron¬ 
tal de la recta se situará perpendícul ármente al eje.v, cl=b[ c lt y para la construc¬ 
ción de la proyección a 2 hay que tomar b 2 2^b\ 2[ t trazar 2^¡_[_b 1 c 2 y a a 2¡=a[ 2\ . 
Ahora, trazando c ^ y a^ll*, obtenemos las proyecciones b^ 2 y y la distancia 
buscada l del punto A a la recta BC. La distancia de A a BC se puede determinar 
girando el plano determinado por el punto A y la recta BC alrededor de la horizon¬ 
tal de este plano hasta la posición T\\H (fig. 155, /). 

En el piano, dado por el punto A y la recta BC, trazamos la horizontal A—í 
(fig. 155, g) y giramos alrededor de ésta el punto B . El punto B se desplaza en el 
plano R (dado en el dibujo por su traza R h ) perpendicular a A—J; en el punto O 
se encuentra el centro de giro del punto B. Determinamos ahora la magnitud verda¬ 
dera del radio de giro BO (fíg. 155, h). En la posición requerida, o sea, cuando el 
plano T, determinado por el punto A y la recta BC, es parelelo al plano//, el 
punto B se obtiene sobre la traza R hi a T a distancia Ob x del punto O (puede obtenerse 
también otra posición sobre Ja misma traza R h , pero ai otro lado del punto O). El 
punto ¿i es la proyección horizontal del punto B después de desplazarlo a la posición 
B l en el espacio, cuando el plano, determinado por el punto A y la recta BC, ocupó 
la posición T, 

Trazando (fig. 155, ¡) la recta b x J , obtenemos la proyección horizontal de la 
recta BC dispuesta ya paralelamente al plano H en el mismo plano que el punto A. 
En esta posición, la distancia de a a b t I es igual a la distancia buscada /. El piano 
P, en el que se encuentran los elementos dados, puede ser abatido con el plano // 
(fig. 155,/}, girando el plano P alrededor de su traza horizontal. Pasando de ia 
expresión del piano por el punto A y la recta BC a la expresión por las rectas BC 
y A—l (fig. 155, A), hallamos las trazas de estas rectas y trazamos por ellas las 
trazas P# y P^ Construimos (fig, 155, /) la posición abatida sobre el plano H de la 
traza frontal (P vo ). 

Trazamos por el punto a la proyección horizontal de la frontal; la frontal 
abatida pasa por el punto 2 de la traza P A , paralelamente a P vo . El punto A 0 
es ia posición abatida del punto A erf ei plano H. Análogamente hallamos el punto 
B q , En la posición abatida sobre el plano //, la recta BC pasa por el punto B fl y el 
punto m (la traza horizontal de la recta). 

La distancia desde el punto A 0 hasta ia recta B 0 C 0 es igual a la distancia bus¬ 
cada /. 

La construcción indicada puede efectuarse hallando sólo ia traza P h (fig r 155, m 
y n). Todas las construcciones son análogas al giro alrededor de i a horizontal (véase 
la fig. 155, g, h, i): la traza P h es una de las horizontales del plano P. 

De todos los métodos de transformación del dibujo expuestos para la resolución 
de este problema ei más preferible es el método de giro alrededor de la horizontal o 
la frontal, 

158, Viene ciada la pirámide SABC (fig. 156), Determinar las 
distancias: 

a) desde el vértice B de la base hasta su lado AC por el método de 
desplazamiento paralelo; 

b) desde el vértice 5 de la pirámide hasta los lados BC y AB de 
la base, valiéndose del método de giro alrededor de la horizontal; 

c) desde el vértice S hasta el lado AC de la base, auxiliándose del 
método de cambio de los planos de proyección* 


. 
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(59 Está dado un prisma (fig. 157). Determinar las distancias: 

a) entre las aristas AD y CF con ayuda dei método de cambio de 
los planos de proyección; 



Fig. 157. 


b) entre las aristas BE y CF f valiéndose de! método de giro alrede¬ 
dor de la frontal; 

c) entre las aristas AD y BE, auxiliándose del método de despla¬ 
zamiento paralelo. 

160. Determinar la magnitud verdadera del cuadrilátero ABCD 
(fíg. 158) abatiéndolo sobre el plano H . Valerse sólo de la traza hori¬ 
zontal del plano. 

)/ 161*. Determinar la distancia entre las rectas que se cruzan AB 
y CD (fíg. 159, a) y construir las proyecciones de la perpendicular 
común a estas rectas. 

Solución. La distanaia entre rectas que se cruzan se mide por el segmento {Al A r ) 
de la perpendicular a ambas rectas (fig* 159, b). Obviamente, sí se dispone una de 
las rectas perpendicularmente a on plano cualquiera T , entonces el segmento mN 
de la perpendicular común a ambas rectas será paralelo al plano 7\ y su proyección 
sobre este plano representará la distancia buscada. La proyección del ángulo recto, 
formado por AíiV y AB, sobre el plano T, también será un ángulo recto entre mtrit 
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l l0S !ados de! átlguío recto AMN, precisamente ei Jado M )V , 

En la fig. 159, c y d, la distancia buscada / se ha determinado con „ 
método de cambio de los planos de proyección. Primero introducimds deI 

auxdiar de proyección S perpendicular al plano H y paralelo a la recia cn r* 
159, c). Luego introducimos un plano auxiliar más T perpendicular al pf ^ ,g ' 



S e Heni 2 redaCD f f¡ g- 159, d). Ahora se puede construir la provee- 

oeroenriirnlalmpn*l lcu ar trazando tn t n u a partir del punto c t (d t ), 

íos^Bunios de ;„+»/ a proyección afa. Los puntos m ( y ;í¿ son las proyecciones de 
ai!siHrii rt CI ° n i C n e es a Perpendicular con las rectas AB 'y CD. Con 

beVá ser parS f fiUgM fijamos ^ sobre proyección n, s n s de- 

m v fihl i * J je TIS ,:. A continuación, con auxilio de m s y n s hallamos 
y J d ? bre 06 Y cd > Y valiéndonos de estos puntos hallamos m’ y n’ sobre a’b' 

tfidn^íl ' '5 se muestra la resolución de este problema haciendo uso del mé- 

todp * pélelo. Primero colocamos la recta CD paralelamente al 

dones C D - Lueg 7desplazamos las rectas CD y AB de las posi- 

® C r D £ y A& a las posiciones C 2 D, y A 2 B 2 de tal modo que C a D s se sitúe per- 

r u S ™túa Ei segmento de perpendicular 

t. . - paralelamente aJ piano // y, por consiguiente, expresa la 

distancia buscada / entre AB y CD. Hallamos la posición de las proyecciones 

. n, sobre a 2 b 2 y c a d lt luego de las proyecciones m lt m[, n, y n¡ y, finalmente, de las 
proyecciones m\ n íf rn y n. 

i,n 162 ' r Es í á dada !a P irámide SABC {íig. 160). Determinar la dis- 
anc,a entr e i a arista S B y el lado AC de la base de la pirámide y cons- 

losé Hp pro /™ es de J a Perpendicular común a SB y AC, valíén- 
, deI 7 e + 0dc ¡ de cambl ° de los planos de proyección. 

tanoia nnf i o P iráí pide SABC (fig. 161). Determinar la dis- 

tnnrlr 3 3nSta ¥ y el lad0 BC de la base de ia Pirámide y cons- 

áoserill m ^ CC1 a ne f de , 3 P er P endicular común a SA y BC, auxilian- 
■ J se del método de desplazamiento paralelo. 
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Fig. 159a — f* 
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t/ 

164 *. Determinar la distancia desde el punto A hasta un plano, 
en ¡os casos en que el plano viene dado: a) por el triángulo BCD 
(fig. 162 , a); b) por sus trazas (fig. 162 , b). 

Solución. Como es sabido, ia distancia desde un punto hasta un plano se mide 
por la magnitud de ia perpendicular levantada en este punto al piano. Esta distancia 
se proyecta sobre un plano cualquiera de proyección en tamaño natural, si el plano 
dado.es perpendicular a! plano de proyección (fig. 162, c). Se puede conseguir esta 




Fig. 161. 


posición transformando el dibujo, por ejemplo, por el método de cambio de los planos 
de proyección Introduzcamos el plano S (fig. 162, d) perpendicular al piano del 
triangulo oCD. Para ello trazamos en el plano del triángulo la horizontal B—l y 
colocarnos el eje de proyección S perpendicularmente a la proyección b—l de la 
horizontal. Construimos las proyecciones del punto y el plano («. y ei segmento c.d*). 
La distancia de a c s d 3 es igual a la distancia buscada l del punto al plano. 

tn la fig. 162, e se ha empleado el método de desplazamiento paralelo Despla¬ 
zamos todo e] sistema hasta que la horizontal B—l del plano se sitúe perpendicular- 
mente ai plano V: ia proyección Vi deberá ser perpendicular al eje *. En esta posi¬ 
ción, el plano del triangulo se convierte en un plano proyectante frontal, y la distan- 
tud dCSde 6 PUnt ° A haSta ^ pian ° SS obtlene en el P lano V en verdadera rnagni- 

En la fig. 162, b el plano viene dado por sus trazas. Introducimos (fig 162 f) 
el piano auxiliar S perpendicular al plano P. el eje SÍH es perpendicular a la traza 
f h Lo demas esta claro del dibujo. En la fig. lt>2 T g este problema se ha resuelto 
con ayuda de un desplazamiento: el plano P pasa a la posición P lt es decir, se convier¬ 
te en un plano proyectante frontal. La traza P lh es perpendicular al eje Construi¬ 
rnos en esta posición del plano ia traza frontal de la horizontal (el punto n lt «J. 

buscad Pa5ará P ° r Pi * Y n ^ La distancia de a p it> es igual a ía distancia 
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e) 

Fig. í62a 





165, Está dada la pirámide SABC (véase laíig. 160). Determinar 
la distancia desde el punto A hasta la cara SBC de la pirámide, emple¬ 
ando el método de desplazamiento paralelo. 

166, Está dada la pirámide SABC (véase ¡a fig. 161). Determi¬ 
nar la altura de la pirámide, aplicando el método de desplazamiento 
paralelo^ 

167*, Determinar la distancia entre las rectas que se cruzan AB 
y CD (véase la fig. 159, a) como la distancia entre píanos paralelos 



trazados por estas rectas. 

Solución, En la líg. 163, a se mues¬ 
tran los planos P y Q paralelos entre sí; 
el plano Q ha sido trazado por CD parale 
lamente a AB t y el plano P f por AB para- 



Fig. 163a — c* 
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lelamente al plano Q. La distancia entre tales planos se considera, precisamente, 
como distancia entre las rectas que se cruzan AB y CD. No ohstante pudemos 
limitarnos a la construcción de un solo plano, por ejemplo, el Q, paralelamente a 
AB v luego determinar i a distancia de aunque sea el punto ,4 hasta este plano. 

En la fig. 163, b viene dado el plano Q trazado por CD paralelamente a AB\ 
en las proyecciones se ha trazado c'e'\\a'b‘ y ce\\ab. Empleado el método de cambio 
de los pianos de proyección (f¡g. 163. c) introducimos un plano auxiliar S perpendi¬ 
cular al plano V y, al mismo tiempo, perpendicular al plano Q. Para trazar el eje 
SiV tomamos en este plano la frontal D —/. Ahora trazamos Si V perpendicular- 
mente a d'¡' (fig. 163, c). El plano Q se representa en el plano 5 en forma de la 
recta c s d s . Lo demás está claro del dibujo. 

168. Está dada la pirámide SABC {véase la fig. 160). Determinar 
la distancia entre las aristas SC y AB. Emplear: t) el método de cam¬ 
bio de los planos de proyección, 2) el método de desplazamiento 
paralelo, ^ 

169*. Determinar la distancia entre dos pianos paralelos, uno de 
los cuales está dado por las rectas AB y AC, y el otro, por las rectas 
DE y DF (fig. 164, a). Efectuar también la construcción para el caso 
cuando los planos están dados por sus trazas {fig. 164, b). 

Solución. La distancia (fig. 164, e) entre los planos paralelos puede ser determi¬ 
nada trazando la perpendicular desde un punto cualquiera de uno de los planos a 
otro plano En la fig. 164, d se ha introducido un plano auxiliar S perpendicular al 
plano //va ambos planos dados. El eje S/H es perpendicular a la proyección horizon¬ 
tal de la’horizontal trazada en uno de los planos. Construimos la proyección de este 
plano y del punto D del otro plano sobre el plano S. La distancia desde el punto d s 
hasta la recta Im* es igual a la distancia buscada entre los planos paralelos 

En la fig. 164, e se da otra construcción (por el método de desplazamiento para¬ 
lelo). Para que el plano, expresado por las rectas que se cortan AB y AL, sea 
perpendicular al plano E, colocamos la proyección horizontal de la horizontal de 
este plano perpendicularmente al eje x: l 1 2 1 J^x, La distancia entre la proyección 
frontal d[ del punto D y la recta a[2[ (la proyección frontal del plano) es igual a la 

distancia buscada enlre los planos. . , ... c ... 

En la fig 164 / se muestra la introducción del plano auxiliar S perpendicular 
al plano H y a los planos dados P y Q (el eje SÍH es perpendicular a las razas 
p y Q ). Construimos las trazas P s y Q s - La distancia entre estas trazas (vease 
la fie 164 c) es igual a la distancia buscada l entre los pianos d y V- 

En la fig. 164, g se muestra el desplazamiento de tos planos P y Q a la posi¬ 
ción P, v O,, en la que las trazas horizontales son perpendiculares ai eje x. La distan¬ 
cia entre las nuevas trazas frontales P JV y Qi¡, es igual a la distancia buscada l. 

170. Está dado el paralelepípedo ABCDEFGH (fig. 165). De¬ 
terminar las distancias: a) entre las bases del paralelepípedo>(/,); 
b) entre las caras ABFE y DCGH (L); c) entre las caras ADHE y 
BCGF {í 3 ). 

§ 19. DETERMINACIÓN DE LA MAGNITUD 
J DE LOS ÁNGULOS 

171*. Determinar los ángulos de inclinación de la recta AB a los 
planos V y H {fig. 166, o). 

Solución. Si la recta es paralela al plano V {fig. 16b, b ), entonces, el ángulo 
formado por esta recta con el plano H (el ángulo a) se representa en la proyección 
frontal en verdadera magnitud. Si la recta es paralela al plano H (fig* I6b t cj, enton¬ 
ce^ el ángulo formado por esta recta con el plano V (el ángulo p) se representa en 
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la proyección horizontal en verdadera magnitud. Por eso, colocando la recta de posi¬ 
ción general dada, primero, paralelamente al plano V y, luego, parale!amenté al 
plano H , se puede determinar respectivamente los ángulos a y fi. 

En Ja íig. 166, d se muestra el empleo del método de cambio de los planos de 
proyección para determinar los ángulos a y p. Así, para determinar el ángulo a 


Fig. 166a — e. 


se ha introducido el plano auxiliar S perpendicular al plano H y paralelo a AB r 
Y P ara determinar el ángulo P> el plano auxiliar T_\_V y t al mismo tiempo, para¬ 
lelo a 

En la fig, 166, e, la recta viene dada como si hubiera sido girada: a) alrededor 
del eje que pasa por el punto B y que es perpendicular al plano H, hasta colocarla para¬ 
lelamente al plano V (la posición aib' , a Y b }: se ha determinado el ángulo a\ b) alre¬ 
dedor del eje que pasa por el punto A perpendicularmente al plano V hasta conse¬ 
guir el paralelismo con el plano H (la posición a'b i, ahA: se ha determinado el 
ángulo p, 

Claro que se pueden representar estos ejes en el dibujo, pero, como se puede 
apreciar, la construcción es posible sin necesidad de esto. 


172. Está dada la pirámide SABCD (véase la fig. 154). Deter¬ 
minar los ángulos de inclinación de las aristas de la pirámide a los 

planos V y H. 
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173** Determinar los ángulos de inclinación del plano dado por 
el triángulo ABC (fig. 167, a) a los planos H y V. 

Solución* Como es conocido, el ángulo de inclinación (a) de un plano al plano H 
se proyecta sobre el plano V en magnitud verdadera, si el plano es perpendicular al 
plano V (fig. 167, b) i y el ángulo de inclinación (P) del plano al plano V se proyecta 
sobre el plano H en verdadera magnitud, si el piano es perpendicular al plano H 
(fig. 167, c). 

En la fig, 167, d, para determinar el ángulo a pasamos al sistema 5, H t donde el 
plano S es perpendicular al plano H y al plano dado (el eje S¡H es perpendicular a 
la proyección horizontal a—1 de la horizontal). 

‘ La determinación del ángulo P se ha efectuado mediante el paso del sistema V, H 
al sistema 7\ V, donde plano T es perpendicular al plano V y al plano dado del 
triángulo (el eje 77V es perpendicular a la proyección frontal c'2' de la frontal). 

En la fig. 167, e el mismo problema se ha resuelto con ayuda del método de 
desplazamiento paralelo. Primeramente todos los vértices del triángulo dado ABC 
se han desplazado en planos paralelos al plano H de tal modo que el plano deí 
triángulo sea perpendicular al plano V. Esto se ha conseguido con auxilio de la hori¬ 
zontal A— i, desplazada de tal manera que se haya situado perpendicul ármente al 
plano V (la proyección horizontal a t l x es perpendicular al eje x). Obtenemos el 
ángulo a, formado por el plano del triángulo con el plano H, en verdadera magnitud. 

Para determinar el ángulo fl, formado por el plano del triángulo ABC con el 
plano V , el triángulo ha sido girado de tal modo que se sitúe per pendí cu lamiente al 
plano H. Esto se ha realizado con ayuda de la frontal C — 2: ésta se ha colocado 
perpendicularmente al plano H (la posición CA. la proyección c % 2 % \jc) y, por 
consiguiente, el plano que pasa por esta frontal también es perpendicular al plano H. 

' 174. Viene dada la pirámide SABC (véase la fig. 161)* Determinar 
los ángulos formados por las caras SAB , SAC y ABC con los planos 
H y V> 

175. Está dado un paralelepípedo (véase la fig. 165). Determinar 
los ángulos formados por la base ABCD y la cara CDHG con el plano 
V y por la cara ADEN con el plano H , 

J 176*. Determinar la magnitud de! ángulo BAC {fig. 168, a). 

Solución. Si el plano de un ángulo es paralelo a cualquier plano de proyección, 
entonces el ángulo se proyecta sobre este plano en verdadera magnitud (fig* 168, b )* 

En la fig. 168, c el problema se ha resuelto con ayuda del método de cambio de 
los planos de proyección* Puesto que el plano del ángulo BAC es un plano de posición 
general (su horizontal no es perpendicular a ninguno de los planos V, H y W) f es 
necesario añadir, primero, al sistema V, H el plano S, tomándolo perpendicular al 
plano H y al plano del ángulo BAC, Como resultado de esta transformación la 
proyección del ángulo sobre el plano S se obtiene en forma del segmento a<¡l s . Ahora 
se puede introducir otro plano auxiliar de proyección (T), trazándolo perpendicular¬ 
mente al plano S y, al mismo tiempo, paralelamente al plano del ángulo BAC , El 
ángulo lf ai 2t representará la magnitud verdadera del ángulo BAC. 

En la fig. 168, d el ángulo buscado <p se ha determinado por el método de despla¬ 
zamiento paralelo. 

Primeramente se ha desplazado el plano del ángulo de modo tal, que se ha si¬ 
tuado perpendicul ármente al plano V (para ello colocamos la proyección horizontal 
de la horizontal perpendicularmente al eje x). Luego colocamos el plano del ángulo 
paralelamente al plano H t para lo cual trasladamos la proyección h a[ a la posición 
l^a' 2 (es decir, paralelamente al eje x). En la fig, 168, e se muestra una construcción 
más. Aquí, para la determinación de la magnitud del ángulo se ha empleado el giro 
alrededor de la horizontal: el plano del ángulo se situará paralelamente al plano H 
(la posición 7 1 ). 

Las construcciones se han cumplido en el orden siguiente: 
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Fig* 167a — s. 






















































twnvín^ í 3 ira f at ¡° e i P lan ? de g' ro del punió A: el plano proyectante horizontal R 
perpendicular a la horizontal (es decir, al eje de giro). Horizontal R 

tal con el ni™ B 8 Ad !? ce , nt n de ' P unto A en ia intersección de la horizon- 

giro (On y ovf pUnt ° 0 J y se han balado las proyecciones del radio de 

3. Se ha determinado la magnitud verdadera del radio de giro (ésta viene expre- 
sada por la hipotenusa OA del triángulo Oúe4). 

sobre 4 la S trSza r J Za mm'in^? ?! c ‘ rcüníerencl > de radio OA y se ha hallado el punto a t 
soure la traza K h punto que es la proyección horizontal del vértice del áneulo des¬ 
pués de^su i giro alrededor de la horizontal hasta ser abatido sobre el plan(f T v se 
n “ '"“Sotiiuu ei aiiguio ía L 2 iguai al buscado. ‘ ’ J 

giro alrededo^íw! 1 !? 1 ^ fel tipo 17G lo más racional es el empleo del 

„iro alrededor de la horizontal (o frontal), como se muestra en la fig. 168, e. 


177. Esta dada la pirámide SABC (véase la fig. 156). Determinar 

por el método de giro alrededor de ía horizontal, el ángulo entre las 
ansias SA y SB, SB y SC, SC y SA. K 

178. Viene dado un paralelepípedo (véase la fig. 165). Determi¬ 
nar los ángulos entre las aristas DH y CD, CG y CD, AB y BC. 

J 179*. Determinar la magnitud del ángulo'entré las rectas que se 
cruzan AB y CD (fig. 169, a). 4 



Fig. 169a — d. 


Solución. Ei ángulo entre dos rectas que se cruzan se determina per el ángulo 
orinado por recias que se cortan, paralelas respectivamente a las rectas que se cruzan 
anas. Para determinar la magnitud dei ángulo hay que comenzar con su representa- 
.ion en el dibujo. Esto se ha hecho en la fig. 169, b 3 con la particularidad de que 














































se ha empleado una de las rectas dadas (la CD), por cuyo punto C se ha trazado la 
recta CM paralela a la otra recta dada (la ,4B), La magnitud de i ángulo MLL ( ig. 
ira d «prea el ángulo entre las rectas AB y CD. Esto se ha efectuado con ayuda 
del "giro alrededor de la horizontal 1—2 (fig. 169, íf), tomada en el plano del angu o 
MCD. 

180. Está dada la pirámide SABC {véase la fig. 160). Determinar 
la magnitud del ángulo entre sus aristas: a) SB y AC b) i>A y ti t. 

H tst*. Determinar la magnitud del ángulo q> formado por la recta 

. * * i ti. _ i 4*.: rn F /firr 170 n\ 

AB con et piano uauu pui ci limu^uju 

Solución. Como es sabido, se llama ángulo entre una recta (AB) y un plano 
(P) el ángulo agudo (<f) entre la recta y su proyección (a p K) sobre este planee I ara 
construir este ángulo fig. 170,6) hay que hallar los puntos de intersección de la 
recta AB v la perpendicular, levantada en un punto cualquiera de la recta AB al pía 
m P con el ffíta si, como en este problema, hay que determinar solo 



Fig. I70a — d. 


í^í^^t=I^K^ÍKSffiL - jí= 

del triángulo CDE, para lo cual se han tomado la horizontal y la frontal ol es p 
atn [_e— J, dm‘ . 
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Ahora se puede determinar (fig. 170, d) la magnitud verdadera del ángulo ó 
con el vértice A, cosa que se ha hecho con el giró alrededor de la horizontal h'3 ', b — 3. 
Ei ángulo buscado <p=90 3 —ó. 


182. Está dada ia pirámide 5^4BC (véase la fig. 161). Determinar 
los ángulos que forman las aristas SA f SB y SC con la cara ABC* 
* 183*, Determinar el ángulo entre lascaras A BC y ABD (fig. 171, a). 



Solución. El ángulo diedro se mide por el ángulo lineal obtenido en la intersec¬ 
ción de las caras del ángulo diedro con et plano perpendicular a ambas caras del 
diedro, y, por cou^ig'uiéiité, íajiiuiéii a ía linea de su intersección, es decir, a la 
arista del ángulo diedro. Si esta arista AB es perpendicular a un plano cualquiera T 
(fig, 171,6), entonces, ia proyección deí án^ilo diedro obtenida sobre el plano T 
expresa su ángulo lineal. 

Para resolver el problema {fig. 174, c) se ha empleado el método de cambio de 
los planos de proyección. Se ha pasado del sistema V t H al sistema S, V, donde SI 
\V y S|[AS, y luego de este sistema S % V se ha pasado al sistema T, 5, donde TX 

XS y t± a b. 

El triángulo se proyecta sobre el plano T en forma de los segmentos afCf y at&t. 
El ángulo entre ellos es igual al ángulo buscado 9 , 

En la fig. 171, á se muestra la resolución del mismo problema con auxilio del 
método de desplazamiento paralelo: la arista AB se ha colocado perpendicularmcnte 
al piano H. 

^ 184*. Determinar ia magnitud del ángulo formado por el plano P 
con el plano del triángulo ABC (fig. 172, a). 


¥> ~!80 -6 


Fig. 172a — d. 
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185. Está dada la pirámide SABCD (véase la fig. 154). Determi¬ 
nar, por el método de cambio de los planos de proyección los áSos 
entre las caras SAB y SBC . SBC y SCD, SAD y SAB * 

186. y lene dado un paralelepípedo (fig. 165). Determinar los 
ángulos entre las caras CDHG y EFGH, BCGF y CDHG. 

§ 20. PROBLEMAS COMBINADOS CON EL EMPLEO 
DE LOS MÉTODOS DE TRANSFORMACIÓN DEL DIBUJO 

de ¡a 8? Tec u'mN " P 1 ™" " giro alrededor 



zís&jmess tras ? * D,,,a "" «yss 

Con S h - el centrare esta cirrMnfprpi!?*” Cuya proyección horizontal se confunde 
del eje de WÍHSTd se encuentra en el punto O de intersección 
, a giro m A con el plano 5. Puesto que eí plano S forma con el piano V 
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un ángulo agudo, la proyección de la circunferencia, situada en el plano $, se ob¬ 
tendrá sobre el plano V en forma de elipse. Para evitar la construcción de esta elipse, 
abatimos el plano S y ios puntos 0 y A t pertenecientes a este piano, sobre el 
plano H Esto dará la posibilidad de representar el arco de la circunferencia, por 
[a que se desplaza el punto71, en verdadera magnitud. Según los datos del problema, 
él punto A encontrándose en el plano S, deberá estar situado sobre el plano tf; por 
consiguiente, después del giro, el punto A deberá estar situado sobre la traza S h y 
confundirse con su proyección horizontal, Por eso, trazando el arco de radio 
obtendremos los puntos a t v o*, que son las proyecciones horizontales del punto ,4 
llevado al plano H . Con ayuda de los puntos a t y a 2 construimos sobre el eje x las 

ft* V 

” A J T -* T 

188, Llevar el punto A sobre el plano V > haciendo uso dei giro 
alrededor de la recta MN (fig. 174), 



189*. Construir las proyecciones de una circunferencia situada 
sobre el plano P (fig. 175, a). Se conoce la magnitud del radio de esta 
circunferencia (R) y la posición de la proyección frontal (c ) de su 
centro. 

Solución, Primeramente hallamos la proyección c del centro de la circunferencia 
(con ayuda de la horizontal CN). Los puntos c' y c serán los centros de las elipses que 
representan las proyecciones de la circunferencia situada sobre el piano de posición 

general ^ ¿ ^ mues tra la construcción de ios ejes de la elipse (La proyección 

horizontal de la circunferencia). El eje mayor está situado sobre la proyección hori¬ 
zontal de la horizontal CN y es igual a 2R. La posición del eje menor también es 
conocida: éste es perpendicular a 1— 2. Para hallar la magnitud de este eje (asi 
como la del eje menor de la proyección frontal) se ha empleado el abatimiento dei 

, J r J _t-a Tallin í1 fl 


del eje menor se determina con auxilio del diámetro 5,6 a de la circunferencia ™ 
posición abatida sobre el piano H: al eje mayor 7'8' de fa e lióse le rnrrl™L , 
diámetro 7„8 0 de la circunferencia, y al eje menor 5'S' el diámetro 5 jÍ i* 

a 7 0 8 0 . Trazando por 6 0 la frontal del plano P hasta su intersección con P p^ hallamos 



T^L de ^ 5obre ella , ei P^to 6' (el extremo del eje menor 

i 75 * d . 5e ™ u * stra Ia construcción de las proyecciones de algunos pun- 
Se h » n t r d ° !os P untos ^ í V»bre la recta Una 

i» SS3S.1 * esl “ haii ‘™“ " rt “™ 

I* 1 - ta “ te "° s íe *■ 
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190*. Construir las proyecciones de una circunferencia situada en 
el plano dado por su horizontal BC y su frontal CE (fig. 176, a). Se 
conoce la magnitud del radio de esta circunferencia y la posición de 
su centro {el punto C ). 

Solución. Hallamos la traza horizontal de la frontal (fig, 176. b) y trazamos por 
el punto m la traza paralelamente a cb< Determinamos la magnitud del radio CO 



como la magnitud de la hipotenusa riel triángulo rectángulo con los catetos cO y cC 1 
y hallamos la posición, abatida sobre el plano H, del centro C n de la círeunieren- í 
cía. En ta fig. 176, c t el punto 3 se ha construido con ayuda de la recta 1^, pro-1 
longada hasta su intersección con Pft en el punto A^a), y los puntos 5 y 6\ con ayuda j¡ 




de la recta 5 0 ó 0 que pasa por el centro C tt y que corta, en su prolongación, a la traza 
Pfi en el punto £> 0 (¿í>. 

Las demás construcciones son análogas a las efectuadas en la fig. 175 b y c 
Estas están claras del dibujo. J 


191. Construir las proyecciones de una circunferencia circunscrita 
al triángulo ABC (fig. 177). 



(/ 

192*. Girar 
eje OO l de 
(fig. 178, a). 


triangulo ABC, alrededor del 
punto se encuentre en este plano 


Solución. Si el punto A entra en el plano, entonces él se encontrará sobre una 
de las horizontales de esté plano, a saber: en la horizontal que se encuentra a un 
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B. O. TopA^n 


Fig* I78a f b; 
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mismo nivel con el punto K (fig. 178, 6 ), Por esta razón, trazamos por el punto k' 
la proyección frontal de la horizontal, hallamos los puntos í y 2\ y con ayuda de 
éstos, los puntos / y 2, y trazamos la proyección horizontal 7—2 de Ja horizontal. 

Ahora hay que girar la horizontal de modo tal, que pase por el punto K. Para 
ello trazamos desde el punto OfOJ la perpendicular a 7—2, y con el radio O—3 tra¬ 
zamos un arco de circunferencia, respecto al cual la proyección horizontal de la hori¬ 
zontal es tangente en cualquier posición al girar el piano alrededor del eje dado OQ t . 
Por eso, trazando en el punto k la tangente a la circunferencia, determinamos la 
posición de la proyección horizontal de la horizontal, sobre la cual deberá estar situa¬ 
do el punto ¡i después del giro requerido. Llevamos sobre esta proyección los pun¬ 
tos í x y 2 l (3J x =!—3 y — 2 ), y luego construimos los puntos u lT b x y c L sobre 

la base del corolario conocido que establece la invariabilidad de ia forma y ias dimen¬ 
siones de la proyección horizontal de una figura al girarla alrededor de un eje perpen- 
dicular al piano 77. 

Valiéndonos de la proyección ajbjCi construimos la proyección En la 

posición el triángulo pasa por el punto K- 

Si trazamos por el punto K la segunda tangente a la circunferencia, obtendremos 
ía segunda resolución. Concedemos al lector hallar esta posición del triángulo ABC , 

193. Girar el plano, dado por el triángulo ABC, alrededor det 
eje 00, de modo tai, que el punto K se encuentre sobre este plano 
(fig. 179). 



194*. Hallar la posición extrema de los ejes, en la cual todavía 
es soluble el problema 192. 
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un tdálTonb'íUp P ?SfT S , qUe el , pla T°- como en el Problema 192, viene dado por 
UÍ™ÍÍÍ£ U i 1 a h e eje * aired ^óor del cual se debe girar el ulano dehe^r 
perpendicular al plano 77 y el punto K debe encontrarse en el plano del triángulo 

00, ÍeberrSsüuíia'de t!?’ * “ úts V re ? á * ^ !a Proyección horizontal del ¿j¿ 

la drcunfere^da de radfn n l mm T que ia pr , oyecdon k no 50 encuentre dentro de 
¿ J t d dl0 ® _í ’ puesto que por el punto k hay que trazar una taneen 

dphtri* circunferencia. Por consiguiente, la distancia desde el punto O hasta el k 
á * er no menor 9 ue la distancia desde este mismo punto hasta la recta 7 — 2 . 



*k r 


b s | se traza k—3 perpendicularmente a la recta 1—2 y se divide el seumenin 

¿uva directriz es ia rrctlTT 2 C ?° , foC ° Se “cuentra ett el punto k y 

wwwrjsr 

rabo]ico. En la fig, 180, b se muestra la cons¬ 
trucción de la parábola con foco en el punto 
k V c ° n ]a directriz 7—2. Si se toma un seg¬ 
mento por ejemplo el l lt se traza una recta 
paralelamente a 7—2 a la distancia t u y des¬ 
de el punto k se describe un arco de radio 
CT se obtendrán dos puntos de la parábola 
ti vértice de la parábola se encuentra en 
el punto 0 . 

Obviamente, los ejes, cuyas proyecciones 
Horizontales se encontraran dentro de la 
parábola, no servirían para ia observación 
de las condiciones del problema 192. Si se 
tornan los ejes fuera del cilindro parabólico 
entonces, en el curso de una vuelta del pla¬ 
no, el punto se encontrará dos veces sobre 
este plano. 

195. Hallar la posición extrema de 
•os ejes perpendiculares al plano V 
durante e! giro alrededor de los cuales 
el punto K se situará en el plano da¬ 
do por el triángulo ABC (fig. 181). Fig ¡g. 



5 * 
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Fig, 182a— e. 
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!96*. Hallar e! punto K, que se encuentra dentro de una pirámide 
y se halla a la distancia l, de la cara SAB, a la distancia / a de la cara 

ffig G 182 a) dlsíancia de la cara ABC < la ba§ e de la pirámide) 

Solución. El punto buscado se obtendrá como e! punto de intersección de tres 
ptaños, cada uno de los cuales es el lugar geométrico de los puntos que se encuentran a 
una distancia determinada de las caras de la pirámide. a 

Al introducir un plano auxiliar T perpendicular a la cara SAB (fig 182 h) 
obtenemos la proyección de la pirámide, en la que la cara SAB se representa por la 
rccts S(df. El plano paralelo a la cara SÁS y alegado ds ¿sis s la distsiic 1 " * ■ 

representa por la recta este plano corta a la pirámide según el triángulo7^ 2—3 
(en la ng. 182, b se muestra sólo ía proyección horizontal). 

El plano alejado de la cara SAC a la distancia / 2 , se representa sobre el plano 
auxiliar Q, perpendicular a esta cara {fig. 182, c), en forma de la recta 4^5 Q y corta a 
la pirámide segun el triangulo 4—5 —6 (viene dada solamente la proyección horizon¬ 
tal de este triangulo). 

El punto buscado K deberá pertenecer a la línea de intersección de los planos 
dados por los triángulos /— 2—3 y 4—5 — 6 . Esta reda pasa por los puntos M y A' 

2-3 y 5 - 5 ' '~ 3 y 4 - 5 dt 

Hallamos la proyección frontal k' (fig. 182, e) sobre m'n' de la condición de que 
e! punto A se encuentra a la distancia l 3 de la cara ABC. 

El lugar geométrico de estos puntos es el plano P paralelo a la cara ABC. 
Con ayuda de k hallamos k sobre mn. 

197. Hallar el punto K, que se encuentra dentro de un prisma a las 
distancias: / t de la cara BCEF, l t de la cara ABDE , l 3 de la base ABC 
(tig. 183). 




o 4 3’ el P unío que se encuentra dentro de la pirámide 

, SC V as distancias: 1, de la cara SAC, L de la cara SBC, L de 
la cara S4S {fig. 184). 4 
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199*. Construir el lugar geométrico de los puntos equidistantes 
de los lados del ángulo BAC (fig- 185, a). 

Solución. El lugar geométrico buscado es un plano que pasa por la bisectriz 
del ángulo dado perpendicularmente al plano de este ángulo (fig. 185, b). Por consi- 
guíente, el plano buscado quedará determinado por dicha bisectriz y la perpendicular 
al plano del ángulo BAC r que corta a esta bisectriz. 



Para trazar la bisectriz del ángulo BAC hay que construir este ángulo en ta¬ 
maño natural, puesto que el trazado directo de la bisectriz en las proyecciones dadas 
del ángulo es posible exclusivamente en casos particulares, por ejemplo, si los lados 
del ángulo tienen una misma inclinación respecto al plano de proyección. En la fig* 
185, c se muestra el abatimiento del plano del ángulo BAC sobre el plano H T para lo 
cual se ha construido la traza horizontal {/— 2) de este plano. Ahora puede ser trazada 
la bisectriz del ángulo JA 0 2 (la recta A Q M Q ) y se puede construir sus proyecciones am 
v of tn f 

Queda trazar la perpendicular al plano del ángulo BAC desde cualquier punto de 
su bisectriz y con esto determinar el plano buscado. En la fig. 185, d la perpendicu¬ 
lar ha sido trazada por el vértice del ángulo (el punto A ), para lo cual se ha usado 
la traza horizontal /— 2 y se ha trazado la frontal 2—4\ la proyección de la perpendi- 
cular anj_l—2 y la proyección a'n' 
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. ? 00 - Construir el lugar geométrico de ios puntos equidistante 

s t íaías° S del angUl0 BAC (fig 186 >- Apresar el pial S 0 pS 

* S''L™JeT V> PUnt ° 



fi/4C S Sefí 1 íátio I p m™T é n rÍC ? I 6 ios Punios equidistantes de los lados del ángulo 
plano de erte ángulo íf¡n l87°h ®f^ T de ? te í" gU,ü * 1* es Perpendicular al 

w se SgiíEÍ, S 2 S'S,°™ 1 | P pT™ 5.” ad0 “ 18 »*■ 

f ¡„ del P) a t no P en 'a fig- 187, c es análoga a la construcción en la 

wá £5 ^«.¡ utvAy&a 

<""> «J’pü'íkhÜSÜ- * ffÜtfSi? tZl ¡fg° de 
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[) por EF se ha trazado el plano auxiliar T {puesto q.ue la recta EF {plano V, 
ha resultado posible trazar por ella el plano frontal p, 

2) se ha construido la recta de intersección dél plano P (dado por las rectas AM 
v AN) con el plano T (ésta es la frontal del plano P, o sea, la recta con las proyec* 

* m 5 

3 ) se ha hallado el punto de intersección de esta frontal con la recta EF (el 
punto K)* 

202. Hallar sobre el lado AB de la base de la pirámide SABC 
(fig. 188) el punto K etfuidistante de las aristas S.4 y SC. 



orvt Hallar sobre la arista SC de la pirámide SABC (véase la 
fig .^188) el punto M equidistante de la arista SA y del lado AB de la 

baS 204^ Hallar el lugar geométrico de los puntos equidistantes de 
los planos P y Q (fig. 189, a). 

189. P. con i. particularidad de ,u« fít divide .1: 

Vlji t hallamos la proyección R xs sobre y k x 
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—■ lu^cu gtwmeinco de los puntos enuídk 

plano P y del plano dado por las rectas AB y CD {fi g q 190 ) 


del 
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206*. Hallar sobre la recta AB un punto equidistante de los pía- 
nos dados por los triángulos MNC y MND (fig. 191* a)* 

Solución. El punto buscado es ei punto de intersección de la recta viB S? 11 
plano (/?) que divide al ángulo formado por ios planos dados por la mitad (rig. 1J1, 



La marcha de la construcción es análoga a la empleada en el problema 204. 
Por medio de la introducción de los planos auxiliares de proyección S y T ^tenemos 
la posición, en la que la arista MN se proyecta sobre el plano T en un punto (fig- 

^* En esta posición representamos el plano, que divide el ángulo entre las caras 
MNC v MND por la mitad, en forma de la recta En la intersección de la recta 
ü t b t con R t obtendremos la proyección del punto buscado K sobre el plano 7 va¬ 
liéndonos de esta proyección hallamos k s sobre a s b st y luego k sobre ab y j 

a*b\ 

207. Hallar sobre la arista SB de la pirámide SABC el punto K 
equidistante de la cara SAC y la base ABC (véase la fig- 1^8). 

208. Hallar sobre el lado AB de la base de la pirámide SABC 
el punto M equidistante de las caras SAC y SBC (véase la fig. 188), 

\i 209*. Trazar por el punto A una recta de posición general que forma 
con el plano H un ángulo a y con el plano V un ángulo P (fig. 192, a). 
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(,é “ el *> 1” P”* ««* ~t. 4. posfelfa 

safississ 

se han llevado los segmentos iguales AB X y AB. ¿ ; a'b[=ab t . C '“ 




Fig. 192a — c. 


designada pf r AB*. “ mUestra Una P ° sición más < de las cuatro Pables) de la recta 

210, Trazar por el punto A y hacia la derecha de éste una recia 
de posición general AB situada bajo un ángulo a al olann H v h^in 
un ángulo P al plano V (fig. 193), ion la S?c,6n de q Ue e l píniS 

que eí punto*!/ a "° H y * encuenlra a menor distancia del plano V 

q 5 2 ' f j n F '. ? a^.n- n *i° '""' ac ‘ a ^.derecha de éste, los segmentos 

ángulo p’ al pi y a„1,V (fig I S 94 ) ai ° a " gUl ° “ al pla "° H ? ba i° ™ 

] "^ razar por el punto A un plano que forma con el plano H 
un ángulo a, y con el plano V un ángulo fc (fig. 195, a) ? 

la dependen^ a en tre^fos 'ánffubs'^írms h P1 ano basca do, « este caso se ha empleado 
«) y v w -° S P ,° f ? erta r ecía “ n *1 pía» H (el ángulo 
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XctSnVK: fi°a) ermit6 Verificar Si ,OS ángUloS ^ y Pi ha ‘> sido elegidos 
Ahora bien, determinados íos ángulos a— 90 o —a, v B-= 9 n a __R 
el punto A una recta bajo los ángulos n v ñ a ■ d ■ „ Pi* trazamos por 

(fig. 195, c), como esto fu vo °ug“«ld “probLa M9' Ahtf # 7 K r¿pect¡mnte 

P 1 ?"® ^ íano^^fig 0l ?96) °consf 

S2aswfcíí»issteb 

ene1mmto°<; nS í r a Uir i + Una a pl , rámÍde írian £ Lfíar regular con el vértice 

SEr? 

plano por su horizontal Vv y su frontal AK ffie 5AÍ ’ ? xpresa ™ os este 

tersección de la recta SM tonel ulano de tr/hL o, } ' ” a,,a ™ os el P ufl ¡o 0 de in- 

““ Eníel'S rL “"i al , V 3 >l«tílo »taí íaRWürV b ‘“ "" d '' 

^nÍoE^y'f^^^'Tí ^frJLoTÍL r^flol 

m y nr’lt Y * C f® i? s Proyecciones de la base de la pirámide En la f « 
mismo nombre defo? vértiras^A?bÍZ * “ han UIÍ¡do COn las P ro >' ecciones dei 

en efDÚn^rí^iHn 113 , pi [ ám . ide octangular regular con el vértice 
en el punto A. La altura de la pirámide forma con el plano H un ángulo 

™ ángu, ° p - E1 punto " es L de 

Plano «'uníSSn CUb ° ,“7 base en un P !ano - [ °™a con el 
plano H un ángulo a, y con el plano V un ángulo p,. El segmento a’ V 

es a P ro > ec cion frontal del lado de la base del cubo {fig. 199, a). 

án JS= 90 ° ^ íoiT™ r r ta ar . bitrafia 0 MS % 199, 6 ), situada bajo un 
anguio a yo — a¡ al p ano H y bajo un ángulo p=90°—ñ, al plano V 

por e¡ punten Tplano Pt C m * las aris a as ', atera ^ del cubu - Ahora trazamos 
plano p el cunto ¿t Ahatimní f P er P endl f :li l ar a es f a rec ta y hallamos sobre el 
este piano P sobre p! &'„*! pla "°n P J cl se groento AL 3, que se encuentra en 
a oír, \ ^ re . í-'g> íí) y acabamos de construir el cuadrado 

ayíra ¿rX T^ TT 105 punt0s D <’ V C 0 al espacio: el punto D on 
ae ' rect 1 a Vq > eí P ü nto C 0 con auxilio de la frontal abatida 

por el Diínto^ /rL Sta iQQ J Cl t b0 S ° n P er P endiCü ^s a la base, entonces, trazamos 
punta A (fig. 199, e) una recta perpendicular al plano P(a'-í'_[_P 0 y 
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Fig. 197a 



Fíg. 198. 























































































FJg. 199a-J. 


wm^m 


Klf- L - í,/í) '- LleV , am ^ ^ b í, e * ta recta el segmento AE igual a uno de los lados de la 
nft*’ Km ®j? m 5 °j a l Ésto se ha cumplido construyendo un triángulo re-tán 

proyeSonefí cubo, m ° d ° “ P ™ y * 0ckl " ÉBiV y " cünsíruimos ( li í ‘99,/) i» 

a 'o 



Fig. 200. 

217. Construir un prisma trianguiar recto con base en forma del 
ti ángulo isósceles ABC situada sobre un plano que forma con el plano 

6 Pla ?° Y Un Í ngul ° P ‘- E! vértice C del trian- 

Í\ LÍ Ír en P jT H - M aiíura del P risma es igual 

al lado AB de la base, o sea, del triangulo ABC (fig. 200). 



























































VI 

CAPITULO 


LÍNEAS CURVAS Y SUPERFICIES 


§21. LÍXÉAS CURVAS. SUPERFICIES. 

PUNTOS EN LAS SUPERFICIES 

218*. Construí/ las proyecciones de una línea helicoidal cilindrica" 
a la derecha, que pasa por el punto ,4 perteneciente a la superficie 
del cilindro. Ef ¿unto está dado por su proyección frontal (fig. 201). 
Trazar una recta tangente a la línea helicoidal en el punto 4. Tomar 
el paso de la línea helicoidal igual a la altura del cilindro. 



Solución. En la posición del cilindro dada en la fig. 201, a, la proyección hori¬ 
zontal de la línea helicoidal representa una circunferencia. Dividimos (fig. 201, ó) 
la circunferencia, a partir del punto a , en 12 partes iguales. Hacia arriba y hada 
abajo del punto a* trazamos segmentos iguales a H\ 12. Construimos las proyecciones 
frontales de una serie de puntos pertenecientes a la línea helicoidal (la construcción 
está clara del dibujo). 

Partiendo de que la tangente a una curva se proyecta como tangente a la proyec¬ 
ción de esta curva, trazamos una tangente a la circunferencia en el punto a (fig. 
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punto*4 EStB ^ ^ pr ° yecdÓn horízootal de la Agente a la linea helicoidal en el 

Todas las tangentes a una línea helicoidal cilindrica se cortan con el plano uer- 
pe ti dicu lar al eje de esta linea en puntos, con los cuales se forma la evolvente de H 
circunferencia. Hallamos el punto b como punto de Ja 
evolvente, llevando a la tangente, a partir del punto ü, 
el segmento ab igual por su longitud a tres arcos (a — 

-1)+(11 t IQ)+(I 0—9), La proyección frontal b* se ob¬ 
tiene al nivel del punto 9'. La proyección frontal de la 
tangente pasa por los puntos a' y b*. 

219. Construir las proyecciones de una lí¬ 
nea helicoidal cilindrica a la izquierda, que 
pasa por e! punto A, dado en la superficie del 
cilindro (fig. 202). Trazar una recta tangente 
a la línea helicoidal en el punto A. Tomar el 
paso de la línea helicoidal igual al doble de la 
altura dei cilindro. 

220*. Construir ¡as proyecciones de una sec¬ 
ción de una línea helicoidal cilindrica de radio 
R (fig. 203, a), que pasa por los puntos dados 
A y B, y determinar la longitud de esta sección 
(la distancia más corta entre ios puntos A y B 
sobre la superficie cilindrica). 

Solución. La proyección horizontal de la sección buscada de la línea helicoi- 
dal es el arco ab. Dividimos (fig* 203, b) el ángulo a y la distancia tí en n partes 



Fig. 202. 



9a f 


Fíg. 203a r b. 


iguales (en el caso dado n— 4) y construimos las proyecciones de los n—1 puntos 
pertenecientes a la línea helicoidal, sin contar los puntos A y B. 
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Para hslfar la distancia más corta entre los puntos A y B construimos el desa¬ 
rrollo de la sección AB de la línea helicoidal- Esta representa la hipotenusa de un 

triángulo rectángulo* uno de Cuyos catetos es igual a H y el otro, a ^~ r . 

221, Construir las proyecciones de una sección de una línea he¬ 
licoidal cilindrica de radio R (fig- 204), que pasa por los puntos dados 
A y B y determinar i a longitud de esta sección (la- distancia más corta 
entre los puntos A y B de la superficie cilindrica). 



v 

222*. Hallar la línea de intersección de una superficie cilindrica, \ 
dada (fíg. 205, a) por la generatriz CD y la directriz AB y con ei plano j 
tf. 

Solución. Fijamos sobre la curva ÁB una serie de puntos y trazamos (fig. 205, b) | 
por ellos las generatrices. El lugar geométrico de las trazas horizontales de las genera» $ 

trices será la curva buscada m^nu, m^rrin. 

223, Hallar la línea de intersección de una superficie cilindrica, 1 
dada (fig. 206) por la generatriz CB y la directriz AB t con el plano V * 1 
t/224*. Construir las proyecciones de un cilindro circular recto, i 
cuyo eje es la recta MN {MN es paralela al plano V, fig. 207, n), la j 
circunferencia de la base inferior pasa por el punto A, y el plano de 1 
su base superior pasa por el punto B. 
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es paralelo al pian^^trazamos^fig^loT, éTdesde^os^punto!'fi t A oí? dél . c,líndr <J 

al eje del clmd» y hallamos lo/puV» ó, ?JWSRf ¿ 2®“®* 




Je la básele! 3 cilindra ? Fmnul r ° ^ 0 O&d- Ahora hay que hallar el radio 

introducimos éí oíam G I2j¿ od ? de cambío de los planos de proyección. 

radío bS^tera perp ' ííd ^ Iír al planü V y a ' ^ del cilindro. El 
uscaao se determina por las proyecciones 0 ¿s y a s (fig. 207, c). 
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Construimos la proyección frontal del cilindro buscado. Para construir la proyec¬ 
ción horizontal del cilindro hallamos (fig. 207, d) los ejes menores 1—2 y 3—4 da 
las elipses fias proyecciones de Jas bases del cilindro)* Los ejes mayores de las elipses 


<>a f 


son iguales al diámetro de la base. Construimos estas elipses y, trazando las proyec¬ 
ciones de las generatrices de contorno, obtenemos la proyección horizontal del cilin¬ 
dro. 


6a 


Fig, 207a 
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225. Construir las proyecciones de un cilindro circular recto cuvo 
eje se encuentra sobre la recta O Al {OM es paralela al plano H fig. 208) 
el punto O es el centro de una de sus bases, el punto A pertenece a la 
superficie cilindrica; la altura del cilindro es igual al diámetro de la 

O uSv ■ 



f 



1 

. n 2 íf*Vr Con ¿!2 1Ír , IaS proyecciones de un cilindro circular recto cuvo 
eje OM (fig'209 a) es tangente ai plano dado por el triángulo ABC 
La altura del cilindro contando desde el punto O, debe tomarse igual 
a diámetro y medio de la base. Las rectas OM y BC son paralelas entre 

entonces el plano t a rigen te af c i'/índ'rose' rcp risenTií á 'so b re estelfl" 0 A< a pr0yección - 
en forma de recta tangente a la drcunf¿encT a n ^Í , f^r - P -'“?, de P^^ción 
esto quedará determinado el rXd^SaS^Tf! 011 delclmdro. Con 

cia encentro 'eT/p 'el píSídeUd £ ?“ ?™ ní f Ka ‘ 

por consiguiente, paralelo ai ejeOM^e proyecta en el se^nfnnín 3 C1 ir ! dro > r ’ 

et: sr sssm tászsaz 

cilindro. ia fl§ ' 2 °° ,C ie muestra Ia construcción de la proyección horizontal del 
P ara ^ a i lar la m agn ftu d del ^ e^ menor ¡Tel ¡oseen ^ - ecc ‘ ° n . ! ron 1 del cilindro. 

íío'ñ n H a a il XÍIÍar i raáS Q ' pyp endicuíar aI plano vi p P ara^ ? t n S a (e| nt de d O/ffi 

sj 

,ua 21 *’ Hal! . ar ,. la línea de intersección de una superficie cónica 
1 a por su vértice 5 y su directriz AB, con el plano H (fig. 210, a). 
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mívr ^ lu f!í’ n ' ^ jam0S so ' ,re la curva AB una serie de puntos (fig. 210, frl y traza- 
I”?L p ° r f ° S aS fpueratr ices del cono. El lugar geométrico de las trazas horizon- 
tales de las generatrices sera la curva buscada M^XU. 013 



Fig. 2ÍGa, b. 



228. Hallar la línea de intersección de una superficie cónica, 
dada por su vértice S y su directriz AB, con el plano V (fig- 211). 
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229*. Construir las proyecciones de un cono circular recto, cuyo 
eje se encuentra sobre la recta SAÍ {SAI es paralela al plano V ) 
{fig. 212, a). La altura del cono es igual a /, la circunferencia de la 
base hace contacto con el plano H . 



Solución. Puesto eme en el caso dado la reda SAf es paralela al plano V , se 
puede llevar sobre s'rn (fig. 212, b) el segmento s'O' igual a /. El punto (O 1 , O) 
es el centro de la circunferencia de la base. Esta circunferencia se proyecta sobre el 
plano V en forma de segmento de una recta. Por eso, trazando por el punto 0' una 
recta perpendicular a s'O’ obtenemos el punto el radio de la base O'f y el diámetro 
entero de la base Í3\ 

El punto (/', ¡) es el punto de contacto de la base dei cono con el plano H. 
La proyección frontal del cono es el triángulo l's'3'. Sobre el plano //, la circunferen¬ 
cia de la base se proyecta en forma de una elipse, cuyo eje mayor 2—4 es igual al 
segmento Í3\ y el eje menor es igual a 1—3. 

Para construir el contorno de la proyección horizontal del cono hay que hallar 
aquellas de sus generatrices, cuyas proyecciones horizontales hacen contacto con la 
elipse, es decir, que son las más extremas si se mira al cono desde arriba. En la fig. 
212, c se muestra una esfera inscrita en el cono; esta esfera hace contacto con el cono 
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según una circunferencia, cuya proyección frontal es 5'6 '„ Los puntos 7 v 7 1 de esta 
circunferencia pertenecen también al ecuador de la esfera inesrita. Las generatrices 
buscadas pasan por los puntos 7 y 7 t y cortan a la circunferencia de la base en ios 
puntos o y 8 X . 

Las proyecciones horizontales7 y de estas generatrices hacen contacto 
con la elipse, construida (fig. 212, e) según los ejes 2—4 y 1—3, en los puntos 3 v 8 t 

El contorno de la proyección horizontal de] cono está compuesto por las rectas 
s—8 y s— 8 X y la parte de la elipse 8—2—3—4-81. 

Las tangentes a la elipse en el punto s, se pueden trazar también así como se 
muestra en la fig. 212, d: primero se traza por el punto s una tangente a la circunfe¬ 
rencia, construida con el eje menor de la elipse como diámetro, se obtiene el punto k 

--^ uc ía oase oei cono nasta situar¬ 
la paralelamente al plano V (en la fig. 212, d viene dada sólo una parte de esta 
circunferencia, descrita desde el punto O' con radio igual aO'i'j, obtenemos el punto 
o y semicuerda 8 8 0 < Trazando, a partir de la recta sO f hacia arriba y hacia abajo 
un segmento igual a esta semícuerda, obtenemos los puntos 8 y 8 lt que son los puntos 
de contacto de las generatrices de contorno con la elipse. La elipse deberá pasar por 
estos puntos. F p 

230, Construir Jas proyecciones de un cono circular recto, si el 
punto 5 es el vértice dei cono y el punto O es el centro de la circunfe¬ 
rencia de su base; esta circunferencia hace contacto con uno de sus 
puntos con el plano V (fig. 213), 



O 


s > 

Fig. 213 

231*. Construir las proyecciones de un cono circular recto, cuya 
base debe encontrarse en el plano P (fig. 214, a), su vértice, en el 
punto 5. Ei punto A pertenece a la circunferencia de la base del cono. 

Solución, Trazamos desde el punto S {fig. 214, b) la perpendicular al plano P y 
hallamos el punto de su intersección (0', O), que es el centro de la circunferencia de 
base del cono. Abatimos (fig. 214, c) el plano P sobre el plano H y construimos las 
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c) 

Fig. 214a —c. 



Fig. 214 d, e. 


posiciones abatidas de los puntos O y A (Q. v A i Pi t,a; 

í.íáñS^S5i la base dei ™°»i»» 1 • 

l> taí'y ™ ay«"di°c™st™fZi°(í?S m'Sfcf' 

^^^íñsiss^'ss: 

■Sü ¿ r \Rk E^plegren la resoíydón^e este 
problema el método de abatimiento. 

233*. Construir las proyecciones de un cono 
urcular recto, si su eje pasa por el punto / (fio 
~ I6, c), su base está situada sobre e! plano dado 

cono 1 g EFG lene contacío con este 
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Fig. 215. 
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Solución* En la fig* 216, b se muestra que el cono buscado está encerrado en el 
ángulo diedro formado por el plano de la base (este viene dado por las rectas parale- 
l as ab y CD ) y el plano tangente (dado por el triángulo EFG ). El eje deí cono, tra¬ 
zado por el punto / perpendicularmente al plano de la base, determina, en ia inter¬ 
sección con este plano, el centro de la base (el punto 0) t y en la intersección con el 
plano tangente, el vértice del cono (el punto S). Al mismo tiempo se determinará 
el radío de la base OK - Es evidente, que hay que hallar la recta por la que se cortan el 




2S&5 £*£ S* p P 'r==&3^Xi Sí r/?-“ >■ **• si 

de la base del ¡bi plano 



<0 

Fig. 216d. 
¡59 
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f. Mfc •; ' V.. ; 4 
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a la recta MN< se puede obtener un dibujo, en el que ambos planos (el de la base y- el 
tangente al cono) vienen representados en forma de rectas. Trazando en este dibujo 
nor el punto i t la proyección de la altura del cono perpendleuIármente al plano de 
su base, obtenemos la proyección 0 f del centro de la base y s ít que es la proyección 
del vértice del corto. Obtenemos también el segmento O t m t igual al radio de la cir¬ 
cunferencia de la base. . 0 

Una vez obtenidas (fig. 216, d) las proyecciones s O y $0, pasamos a la etapa 
final de la construcción (fig. 216, e), es decir, a la obtención del dibujo del cono. 


Fig. 2l6e. 


234. Construir las proyecciones de un cono circular recto, si (fig. 2171 
el punto 0 es la proyección horizontal del centro de la base, situada 
sobre el plano P, y eí plano dado por las rectas AB y CD hace contacto f 
eon la superficie del cono buscado. 

235*. Están dados (fig. 218, a) los puntos: 0 (el centro de una es-| 
fera) y A (un punto sobre la superficie de esta esfera). Construir 
proyecciones de la esfera. 

Solución- El radio de la esfera buscada se expresa por el segmento 
clones Ó'a' y Oa (fig. 218, b)> Determinamos la magnitud verdadera P 
to y trazamos desde los puntos O' y 0 circunferencias de radio a. 
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con las proy 
de este segméi 
























































236. Construir las proyecciones de una esfera con centro en el 
punto 0; el punto A pertenece al ecuador de la esfera {fig. 219). 

237*. Construir una esfera de radio R, tangente en el punto D 
al plano dado por el triangulo ABC (fig. 220, a). 



Fig. 220a — d. 

Solución. El centro de la esfera debe encontrarse sobre la perpendicular trazada 
desde el punto D al plano del triángulo ABC. Hallada (fig. 220 b) la 
trazamos en el plano del triángulo la horizontal A—2 y la frontal C—3 (fig. 220 O, 
utilizándolas para la construcción de las proyecciones de y d e de la perpendicular.! 
a este plano. 
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1 «. 

4 ^- 

cías de radio R. Viene representada sólo una esfera a un lado del d| ano Si i n^r^j 1 ’ 
“ P r'“2 I**™? <*" '» P r °longaciones KfSE £y"3> *£!2£*. 
tos dOj -dO y d 0¡-^d O (estas construcciones no se muestran en el dihuini “ t 
ces el punto Oj será ei centro de la segunda esfera con el mismo ” ’ e£ ! ton 1 " 

plano del triángulo ABC en el punto D radl ° *’ tan S ente a ¡ 

4 D £ 3 «..5°™¡[ ui _ r ¡ U ” a tangente_ al plano dado por el triángulo 

AB( t V*g- ¿*1), a* centro de gravedad del área del triángulo es el 
purUo de tangencia, y el radio de la esfera es igual a la mitad del la 



239*. Construir una esfera con centro sobre la recta AB (fig, 222, a) 
tangente a los planos dados por los triángulos MNC y MND.' 

dadnSvo ’ mi ÍSS r jT ,, W * !? s „ centros de Ias «**« tangentes a ios planos 
P X ^ t fl S- 222, b) es el piano (U) que pasa por la línea de intersección MN 
.le estos planos y que divide al ángulo diedro formado por los planos por la mitad, 
4 ,.i C T ™ de la esfera buscada (el punto O) se encuentra en el punto de intersec- 

el nnnf P n ?° V C ° n f r ^ ta '1®', E radl ° ^ dü ,a esfera es igual a la distancia desde 
cJ punto O hasta cualquiera de los planos dados, 

er VP leando 01 métodu de cambio de los planos de 
. <flg ' 222 ’ c) - E1 P !ano auxiliar de proyección (5) lo introducimos 

rit iti f q ^ S f a P er P endlcldar aI P la no H y paralelo a la arista MN del ángulo 
„l luego introducimos el segundo plano auxiliar T perpendículármente al 

,-iano A y a la misma arista MN. Una vez obtenida la proyección del ángulo diedro 
n jl l 0 *' ma . del ángulo c t m t d t trazamos su bisectriz, que represente el plano' U, y ha¬ 
llamos el punto O t y el segmento Lo demás está claro del dibujo. 
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236. Construir las proyecciones de una esfera con centro en el 
punto O ; el punto A pertenece al ecuador de la esfera (fig, 219). 

237*. Construir una esfera de radio /?, tangente en el punto D 
al plano dado por el triangulo ABC (ftg. 220, n). 



<0 




Solución. El centro de la esfera debe encontrarse sobre la perpendicular trazadá 
desde el punto D al plano del triángulo ABC. Hallada (fig. 220, b) la proyección, d 
trazamos en el plano del triángulo la horizontal A—2 y la frontal C 3 (fig. 220, c),j 
utilizándolas para la construcción de las proyecciones de y d 1 e' de la perpendicular 
a este plano. 
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Dt, llevamos ,obm DF ‘n 2 X V " d * d "* I™»»* 

cióti O, y con ayuda de ésta, la O' Queda tra^á/aesírpT" 105 Primeramente !a proyec- 

íes fpunía ofserá euÍntKe “ seSS^rTcon“ ^^^Ton- 

plano del triángulo ABC en el punto D " mismo radio C, tangente al 

,®“[ uiru " a esfera tangente al plano dado ñor P | t™.,„ 
si ei centro de gravedad "deí 

H°C de íangencia ’ y d radi0 de la esfera es tol a ¡ a £3d deHa 



Co r tstru 1 ir una esfera con centro sobre la recta AB (fig. 222 o) 
engente a los planos dados por los triángulos AÍA r C y MND ’ ’ 

dadJt 1 y Q’(ffg dlknt Oa“u2 0S ^ 135 fV* t3n S™^ a ¡os planos 

con díl plano U cmírecta^^EÍraSfoff ? f ™ f 1 P unt ° de ¡"SS 

H pim,. P 0 hasta df toT^daU* “** * '* d “ *-* 

rihsSSn'tltAif'it VírtmJrSf"* r ”’í ,0d ° dC CamWo d ' P'“« fc 
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ia P HHT sS ^ (f«- ^'toSÓ'íc'StíTSb'ífS írhta SC 

( tig 24 ¿4. T :,“ p0r ,a rec,a AB - Pta» tangente ala 


o 1 ' 



Fig. 223. 


la esSSa^VaSSeTdS'SlSSoI 1 JSL*f^ espadal . (fig ' 224 ’ 6 >- « pt»fc ver que 
De aquí se desprende el plan de ’ resoIu ció n 3 sitníien^'°i dled ^° cu , n la . ari , sta AB. 
cambio de los planos de proyección situar pI nifti ene " r e ¡J?P íearido eí método de 
AB. h) obtener sobre csKo T ¡!lfi T\^ T I Popularmente a 
Plinto (la proyección de AB sobre el plano ti rii'Lnt 1 ei,fera ’ c ) lrazar desde el 
representa la proyección de ^ esfe^XeVi planoT fI" £" reu ( nferenc * a - que 
consideradas como las proyecciones de I™ n UrJÍ f /° *^ a , s taí }gentes pueden ser 

pendiculares al plano T) v a | mismo 11 »!,!^ Agentes a la esfera (ellos son per- 
trazadas desde cierto pi nto de l/racti “ proyei : ciones de dos rectas 

recta AB y cada una de estas aif tangCntes ? Ia esfera - Obviamente, la 

es tangente a la esfera Si destacamo^!^ n™t naíl i U ? p ano t l ue pasa P ur AB y qu e 
entonces cada uno de lostlams taZn^ de tangencia M y N (fig. 224,6}, 

de tangencia (M o N). g ^ expresado por la recta A8 y el punto 

i /la esfírfsSidplTnTty las^roíecdonest ‘ v „ pr ° d y e e f iones de ' a «*ta AB 
en las rectas trazadas desde el ñuntn « ,/h AannLf' y 7* 05 puntos de tangencia 

<7 En ¡a fig. 224, d se muestra la fie fíni lf, gentes a la , circu nferencia con centro 

«;. u y"^iLf^StAf q 24 : ‘isa “^v^ : 

roas- ■ '* rectS 
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Fíg. 224a 



limitado poí't^prfírdeín" 1 toy"taXlí Thalesf"' de ' 

B y C pertenecen a la superficie del cuerpo 'con'lá uarfíí híí!Í°H í ’ 

S' ° A “« «>bre 1= circXS.'d/S'.’di'Klár 

> el punto C, sobre la circunferencia de la otra base, Dases * 

Solución, Dado que el efe del cuerno es «i n — 

proyección frontal será el meridiana nrin.i.'íii ¥ > cí coniorno de su 

: tgasssrS^p a 'iV & 

plano V y a la recta Af A' obtendremos i* í^L, p ñn ° j U j lIiar perpendicular al 
círculos de radios mi y mT) El S llf verdadera de ambas bases (los 

la base menor* Se ha construido también eJ paraleb so C< Í” el p]ano de 
punto dado B , paralelo sobre el cual esta situado el 

puntos deberá pasar efarc^Üe circunferencia 3 ^^ es C '' y í 1 ’ Por 65105 

SS Se^ffiíiJvISÍ^- ’*f’ ^ TraS^feaÍcoTitro sí 

revolución. Para su proyección horizontal 3 pr ^ ecc , !orl frontal del cuerpo de 

proyecciones de las E honzontal co ^™‘™s las elipses que representan las 

(fig. 225¡ 3 ^^P^ra íllo^ecurrbnos^'fe^yLida^e'uífa’ 3“ C f 0nstruir s ? contorno 
el cuerpo de revolución. ' d sene de es ^ eras inserí p tibies en 

cuyas proyecciones 1 front afes son* se"méntos P de'rectas' 1 cuerpo ,. se ® ún circunferencias, 
intersección de las circunferencias d!? a n™3,- f S P^P^diculares a m'n!. En lá 
mos los puntos 7, 6, 1, 2 y otros del ccmtornrwfo f ecuaco ^ d , e las esferas halla- 
( Por ejemplo, tomando el centro de fe'esfera eíeíounto 6 ^'^ h ° ríZ0 " tal ' 
determinamos el punto de tangencia del , i to f ’ traza mos la recta f'O, 

toro, trazamos la proyecc7ón deCircÍnfe“ncfe^ tnt^ COn e ‘ «»**» dJ 

m n > Y hallamos el punto 6' de intersección Ha P er P endicu i a rmente a 

del ecuador de la esfera. Trazando desde el punto / una 57° c ? n la proyección 
horizontal deí ecuador) hallamos sobre ellf el punto ^ circunferericla 0 a proyección 

p U nl,,TtSn“ S óf g p™“V!T d °' Cie " P ' 0 ' " “”‘ r ° d ' “ “ =' 

curv^bí 5 H rC ^r CC l 0nes halIa das de los puntos trazamos la curva 7'ñ’l'Vb'n' i 

tai de íríSrfiá¿í¿nr ti Hs&^ísffiS;? í * °-°- 

situados por debajo del punto K están ocultas. de ° S pUntos de Ia curva - 

Jimftado^o^ía^uperf;ide°de C un°fom y®dos drcX íbaseTios°nI ^ 

fie los cuales son perpendiculares al ele ,os , planos 

ticularídad t ?u g «A P- 

1,na 2 Jf J^f,y ? P™<° C <" 

•Wtato por la superffcleTín ?íro y*^rSft¿ t reVOl “ d , 4n * 

Por e. triángulo AM¿ ít 
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cuerpo de revoiución. 
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imaginarse tat posición de los elementos dados respecto a 
en la que el ángulo diedro entre los planos y a 3, y 
e un ángulo cuyos lados son las pro'yecciones de tos trton 
lar trazada desde la proyección del vértice .S a] lado co- 
’ f e p r _7 lnara ia 0l t ur a del cuerpo de revolución y el centro 
efecto, empleando el método de cambio de los planos de 
^ a^° S a . cunfl euración correspondiente en la proyección 
;a generatriz del cuerpo de revolución deberá representar™ 
reo de una circunferencia que pasa por los puntos s, v c, 
J“J bre la recía m <°t a la distancia R del punto 0 ( ) 

ta^u i'", “® trUCC ' Ón , de esíe arco - por 'os puntos s, y c, 
f f a ^ ta á 0n , COn , ,a recta m t b t on el punto /. eÍ Ig- 
1 i^d, y desde ei punto 2 como centro se ha descrito 
ira la mitad) de radio s t 2. Desde el punto c t se ha trazado 

/ a e ? cl P^to 3 , Des- 


kÜUJ Jifc,-.-. -ÍSi : ^ itnü&iir- 
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sobre los planos V y H (fig, 227 d) Nos vaíemo 'riT* d -f j U£ j Pn de revo| ueión 
planos de proyección. Primero introducimos el niT rfe método <ie eambio de los 
al plano H y paralelamente al eje del cuereo de revnl*' '^ P pwpendicutarmente 
paralelamente a sO. Construida la recta . O ÍTaza ™* ^ PfH 

perpendicular as O y obtenemos sobre el nlann P l a n °r P ° F ° p i' n0 ?P una re cta 

L““wras^í7»*!£s 

p» ^¡¡SíX» SEta m ”íí fifis; l 
























































Valiéndonos de la representación sobre el plano P, hallamos el contorno de ía 
proyección horizontal con auxilio de esferas inscritas (semejantemente a! caso exa¬ 
minado en el problema 242, fig, 225, d). Por ejemplo, tomando las proyecciones de 
Ja esfera con los centros y e, obtenemos el punto f para el contorno de la proyección 
del cuerpo de revolución. 

Procedemos análogamente también para construir la proyección frontal del 
cuerpo, introduciendo el plano auxiliar U. 


245. Construir las proyecciones de un cuerpo de revolución, de¬ 
limitado por la superficie de un loro y dos círculos situados en planos 

__... n ! ,-1*".! mmrnn A a. ra\ rr\ 1 1 ir' í An cí uremia rlnHr'V a1 

pCJ ptiHU LL'Uiai £11 cjt: uvi UliLj pu Liv, — ^''*■ 

punto Ü 1T que es la proyección horizontal del centro de la base, situa¬ 
da en el plano P y cuyoYadio es R L ; b) el radío R s de la otra base; c) la 
distancia íi entre las bases; d) el plano Q tangente a la superficie del 
tor-e (fig. 228). 





Fig. 228. 


246*. Con ayuda de la proyección dada de un punto perteneciente 
a la superficie representada en el dibujo, hallar la otra proyección 
del punto. 

Solución, En la resolución de este problema se ha empleado el procedimiento 
general, consistente en referir el punto que se examina a cierta línea perteneciente a 
ciencia cierta a la superficie, 

En la fig. 229, u, con ayuda de las proyecciones dadas a y b de los puntos 
pertenecientes a la superficie cilindrica, había que hallar las proyecciones a y b . 
La construcción se ha efectuado con auxilio de las generatrices A —i y B—2* 
En la fig. 229, b también se han empleado las generatrices de la superficie cónica 
S —/, para hallar la proyección a deí punto con ayuda de la proyección dada a 
y S—2, para hallar la proyección b l del punto con auxilio de la proyección dada b. 

En 3a fig, 229, r, con ayuda de la proyección dada a de un punto perteneciente a 
la esfera, se han hallado las proyecciones a y a\ Se ha trazado la proyección iiori- 
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Fig. 229a - i. 

































































Fig. — §. 


ín" H a L d |= L a t r?,e !° nivel del punto A í' a circunferencia de radio O,'/'} 

Lo demas esta claro del dibujo, 1 

En la misma fig 229, c se muestra que se puede, por ejemplo, construir h 
proyeccmn b del punto B, perteneciente a la esfera, cotí ayuda de la proyección 
hf^rr-' d ma f era dlstmta a como se ha hecho para el punto A, a saber: imaginarse 
la <* íer ? P° r un plano, paralelo al plano V, según una circunterénda 
d nhre d pn a °t 6 ’ ha i ar 3 p0S1 . d ° n de la P r °yeccíón horizontal de esta circunferencia v 
W- to ™ ar ia Proyección b La proyección b" puede ser hallada construyendo la 
proyección de perfil de la circunferencia de radio Q'b* 

rTT P? dían S S bí \ ber ima E ínada ™ Plano, que pasa por el punto dado paralela- 

dT^lfcL 2M "«" * Wíte la detersión 

... . - — - J - «M pujiLi/ L. üUA^jifuuose ue la proyección dada c\ El plano 

paralelo al plano W cortara a la esfera según una circunferencia de radio 0U r -0 ”4* 
3-rr,"ií * reU circunferencia ha,la»» ,a proyección* c-. &Í 

nn J n f? I-s construcciones en la fig. 229, e se han cumplido suponiendo que los 
puntos B\ C vienen dados en la parte de la esfera vista en el plano V. 

en la ng< 22J t d, con ayuda de las proyecciones dadas a y b* se han hallarlo 

£ Z'TZX&tt & l SS& p ' rt, "" n * “ sup " ,ld ' d '''»« 

n!~ S? UA t KStó 

' í e da Pecho referiendo los puntos a las posiciones correspondientes de la 
Híriínída 12 H na T mC ? rccta 5- Las proyecciones horizontales de las generatrices están 
dirigidas radtalmente, y las proyecciones frontales, pcrpendicul Vente T la uro 
yeccion frontal del eje de ia superficie a la P ro ’ 

helicoidal obllmwC^ fi T P , Unt ° P erte ?«*nte a una superficie 

S í” ” g ' , . ’ <>• con ayuda de su proyección horizontal b también 
^ 1ÍB a ad ° a f eneratr , lz r *tilínea de la superficie. Su proyección horizontal queda 
determmad 3 por los puntos / y 2, con auyda de éstos se han tomado los puntos /' 
en -- as Proyecciones frontales de las líneas helicoidales, y se ha trazado ia 
proyección 12, en la que se ha hallado el punto b’. La exactitud de la construc 
uon (asi como en la fig, 229, é) depende de ia minuciosidad en la construcción de 
IvwTT 4 proyecciones frontales de las líneas helicoidales). Para elevar h 
exactitud se puede emplear el cálculo de la elevación de ios puntos a Ja provee 
uon frontal en dependencia del desplazamiento angular en la proyeccTón horiwntaí 
Por ejemplo, el punto que engendra la línea helicoidal, en la posición ! se ha des' 

P azado a lo largo del eje del cilindro a una parte déi paso, que corresponde a la 
parte de una vuelta completa alrededor-del eje: p Qe a ,a 

n r _ m 

paso 360 3 

™ %£ rS“r ( v¿“ t 'inSTSS^ " {-“ i 

corle de I, sop^lfie Litoide, SKSJ. 

ia] de Arqufmedes que se obtiene en este caso se representará en vWrf P 
mtudIra la proyección horizontal. Trazando la proyección frontal de te espira?Te 
^rquimedes (el segmento 3'4% hallamos las proyecciones de ios puntos^ v 4 
luego dividimos el ángulo a en n partes iguales, y en el mismo númeroXáfr 
iguales dividimos el segmento 5-4, igual ai. Los puntos deET” t partes 
en la intersección de las correspondientes rectas y arcos " como se muestra en líT* 
I-'lijo. Ei punto buscado a pertenece a la espiral " e " d dl * 

, a „ En la . fi 2-se muestra la construcción de la proyección a’ del punto A v 
i razado la proyección i'2' de la generatriz dé esta superítete (/Ves parateia al“ete xT 

h * ^istssxt 
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Para hallar la proyección b' se ha trazado por el punto b la, recta 3—4, <t¡»* 
orovección horizontal de cierta línea perteneciente a la superficie Por los puntos 
fnteSón de la recta 3-4 con las generatrices (5-6, 4-8 y otras) se han hallado 
los puntos para trazar la proyección frontal 3 4 de la curva obtenida, sobre la cual 
se determina la proyección buscada ó'. 


§22. INTERSECCIÓN DE UNA SUPERFICIE CON 
UN PLANO Y UNA RECTA 

247*. Construir las proyecciones de la parte de un cilindro circu¬ 
lar recto que queda después de cortarlo con un plano proyectante 
frontal P (fig. 230). Dar la forma natural de la sección y el desarrollo 
completo de la superficie. 

Solución. Juzgando por la posición del piano secante P respecto ai eje del cilin¬ 
dro la linea en su superficie lateral, que se obtiene en ei plano P, representa una 
elipse con centro en el punto O (en el eje del cilindro); el eje mayor de la elipse es 
i eu a i al segmento í'7' , y el eje menor, al diámetro del cilindro. Teniendo en cuenta 
míe el plano P corta también a una de las bases del cilindro, obtenemos ^a sec¬ 
ción en forma de una figura delimitada por ei arco de una elipse y el segmento de ia 
recta AB Para construir esta figura se ha empleado el método de cambio de los 
planos de proyección, o sea, se ha introducido el piano auxiliar S perpendicular al 
plano V' v paralelo al plano P. La construcción se podía haber realizado sin intro¬ 
ducir el plano S y los ejes VIH y S/V, sino que haciendo uso del eje mayor de la 
elipse para trazar a partir de éi segmentos tomados en la proyección horizontal 
mnin ñor e i emolo, el segmento / para obtener los puntos a s y ¿V 

La división de la circunferencia de la base, empleada en Ja fig. 230, en cierto 
número de arcos Iguales entre sí (se han tomado 12 arcos) representa un procedi¬ 
miento corriente para la construcción del desarrollo en casos semejantes. El desarrollo 
“SírTóteío se compone de a) el desarrollo de la superficie lateral* delimitada por 
cinco Amentos de una línea recta y de la curva {la smusoide en la que¡sí* 

desarróllate elipse), b) la circunferencia de la base del cilindro, c) la forma verda¬ 
dera de la sección, d) un segmento obtenido en la base superior. 

248*. Bailar los puntos de intersección de la superficie de un 
cilindro con una línea recta (fig. 231, a ). 

Solución Para la resolución de este problema empleamos el procedimiento gene¬ 
ral de la construcción de ios puntos de intersección de lineas rectas con superficies 
cualesquiera, a saber: I) situando la recta en cierto P¡a^ 2)^astruyendo la 
línea de intersección de la superficie con este plano, 3) hallando los puntos de 
intersección de la recta dada con esta línea. En el problema en cuestión tomamos 
d plano auxiliar de modo tal, que corte a la superficie del cilindro *gunjim*g 
rectas (las generatrices). Este es ei procedimiento mas sencillo para el caso dado. En 
la fíg 231 b se muestra que el plano auxiliar P se determina por la recta AB y 
la recta CM E , que corta a la recta AB y que es paralela a las generatrices del ci- ¡ 
Undro. Tal piano corta al cilindra según sus generatrices. 

La construcción se muestra en la fig, 231, c. Para determinar las generatrices 
según las cuales el piano trazado por AB corta al cilindro, se han construido Jas 

trazas horizontales de la recta AB (el punto mi, > rn t ) y de la recta CM a (el punto J 
m .\ por las trazas de las rectas se ha trazado la traza horizontal del plano (U 
recta Esta traza corta en los puntos / y 2 a Ja circunferencia^que represénta 

la traza de la superficie cilindrica en el mismo p ano //. Trazando 
paralelamente a rm 2 , obtenemos los puntos k y n (las proyecciones horizontales de- 
tos puntos buscados de intersección de AB con la superficie del cilindro) > luego 
los puntos K 1 y n (las proyecciones frontales de estos puntos). 
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Fíg. 230. 



































































249. Hallar ios puntos de intersección de una superficie cilin¬ 
drica con una línea recta (fig. 232, a y fe). 

250*. Construir las proyecciones de la parte de un cono circular 
recto que queda al cortarlo con un piano proyectante frontal (fig. 233, 
a y fe). Dar la forma verdadera de la sección y el desarrollo completo 
de la superficie del cuerpo representado. 

Solución. A juzgar por la posición del plano secante respecto a las generatrices 
del cono, la línea en su superficie lateral que se obtiene en el plano P , representa una 
elipse. El eje mayor de esta elipse puede ser representado por el segmento mk , 
Dividiendo m'Jfe' por la mitad, obtenemos la proyección frontal del centro de la 
elipse (el punto 0') y con ayuda de ésta, hallamos la proyección O. Ahora se 
puede hallar el semieje menor, trazando un plano secante por el punto O perpen¬ 
dicularmente al eje del cono y tomando en la sección circular obtenida la semicuer- 
da fj- El eje menor de la elipse es igual a 21 v La proyección horizontal de la 
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elipse también representa una elipse; su eje mayor es la recta mk, y su eje menor 
(cd) es igual a 2 l v 

Las construcciones ulteriores son semejantes a las efectuadas en la fig. 230. 
La forma verdadera de Ja figura de la sección se ha construido con auxilio del mé¬ 
todo de cambio de ios planos de proyección, con la particularidad de que el plano 
auxiliar S se ha tomado coincidente con el plano P, La observación en la pág* 176 
acerca de que la construcción se podía haber realizado sin introducir el plano 5 y 
ios ejes VÍH y 5/Y, es justa también para el caso en cuestión. 



Sabiendo que la superficie lateral del cono se desarrolla en un sector circular 

con un ángulo qj= -p■ 180° en el vértice, donde d es el diámetrb de la base, y l 

es la longitud de la generatriz del cono, construimos un sector dividiéndolo en 
partes iguales en correspondencia con la marcación de las generatrices en el di¬ 
bujo del cono. Conociendo, por ejemplo, La posición de la generatriz S—3 en el 
dibujo y en el desarrollo, hallamos la posición de! punto N 0 en el desarrollo con 
ayuda de la magnitud verdadera del segmento í 3 de la generatriz desde el vértice S 
hasta el punto N. 

En el desarrollo completo de la parte que queda de la superficie entran: a) el 
desarrollo de la superficie lateral delimitada por el arco de una circunferencia de 
radio i y la curva construida A Q N 9 M 0 B 0 \ b) partes de la circunferencia de la base; 
c) la forma verdadera de la sección, con la particularidad de que el círculo y la 
sección confinan por la cuerda A Q B G , 

251*. Hallar los puntos de intersección de la superficie de un cono 
circular recto con una línea recta (fig, 234, a). 

Solución. Empleando un plano auxiliar trazado por la línea recta dada, nos 
proponemos asegurar el corte más simple del cono con este plano. El plano 
secante debe ser trazado por el vértice del cono. Este cortará al cono según 
lineas rectas (generatrices). En la fig. 234, b se muestra el plano P trazado por la 
recta dada AB y el vértice del cono. Trazando el piano T perpendicular al eje 
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Fig. 233a, 




del cono y por consiguiente, que corta a este último según una circunferencia 
hallamos sobre el plano T ía línea de su intersección con el plano P (la recta DE) 
Las generatrices según las cuales el plano P corta al cono se determinan por el 
vértice 5 y los puntos / y 2. Sobre estas generatrices se obtienen los puntos K y 
; VI- en los Que ía recta AB corta a ía superficie del cono. ^ 

En |a fig. ¿34, c el plano P viene dado por la recta AB y la recta SC> trabada 
por el vértice S t que corta a AB m el punto C, y que es paralela ai plano T El 
plano corta a! plano T según la recta DE paralela a SC Poi esta razón hallado 
ene! dibujo el punto D (el punto de intersección de la recta AB con el plano T), 
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trazamos de':\sc. Las generatrices según las cuales el plano P corta a La superficie 
dei cono, vienen representadas sólo por sus proyecciones s—/ y s—2. Esto 
1 asta para hallar las proyecciones horizontales m y n de Los puntos de intersec¬ 
ción, y con ayuda de éstos hallar las proyecciones m y n r . 

Sí el cono se considera situado sobre el plano fí t no liay necesidad de introdu¬ 
cir ei plano T. 

252. Hallar los puntos de intersección de la superficie de un cono 
con una línea recta (fig. 235, a y b). 




Indicación . Tomar el plano del círculo en calidad de plano auxiliar, semejante 
al plano T en la fig. 234, c. 

253*. Hallar los puntos de Intersección de una línea recta con 
la superficie de una esfera (fig. 236, a). 

Solución. Utilizando el plano secante auxiliar que pasa por la recta dada 
(fig. 236, 6)> obtenemos una circunferencia. Los puntos buscados M y N se obtie¬ 
nen en la intersección de esta circunferencia con la línea recta. 

En la fig* 236, c vienen dadas las construcciones gráficas con auxilio del método 
de cambio de los planos de proyección. 

El plano auxiliar S es perpendicular al plano H y paralelo al plano proyec¬ 
tante horizontal auxiliar T t trazado por la recta AB. 

En el plano S está representada no la superficie dada de la esfera, sino que 

sólo la circunferencia que se obtiene sobre esta superficie al cortarla con el plano T, 
Una vez obtenida también la proyección a s b St hallamos los puntos m s y y con 

ayuda de estos hallamos los puntos m y n y luego m! y rí. 
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254. Hallar los puntos de intersección de una línea recta con 
la superficie de una esfera (fig, 237, a y b). 

255*. Hallar los puntos de intersección de una línea recta con 
una superficie de revolución (fig. 238, a). 




Fig. 236a — c. 


til |°!“ C r; r | T i r “ ai u S |F 0r la / ecta A fi (fie-, 233, 6) un plano proyectante horizon- 
nea d ? SU jnte rseccion con la superficie dada. Los puntos 
de ^ta linea los hallamos con la ayuda de los paralelos de la superficie.'TSF ¿ienT 
pío, trazando el arco de radio s— 3, obtenemos en la proyección frontal del meridiano 

^ n í° deter ™ na el níveI paralelo correspondiente, y con 

a>uda del punto o hallamos el punto 3\ Los puntos 4' y 5 f se obtienen con 
auxilio de los pun os 4 yo El punto superior de la curva V 1¿ hallamos con ayuda 
de su proyección horizontal /, y 

■ in Una .Y ez construida la proyección frontal de la curva, hallamos los puntos de su 
nlerseccmn con la proyección frontal b\ a saber: los puntos y / que son las 
proyecciones frontales de los puntos buscados de intersección de la recta AB con Ja 
super kie dada. Con ayuda de los puntos m f y n f construimos m y ri. 
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Sí en calidad de plano auxiliar traíamos por AB un plano proyectante fron¬ 
tal (fig. 238, c), entonces también será necesario construir la linca curva. Ahora 
hallamos primero los puntos m y n t y con su ayuda, trí y n f . 

Ambas resoluciones examinadas, en esencia, no se diferencian una de la otra* 
Pero nos podemos imaginar otro esquema de construcción, cuando el trazado del 
plano por la recta dada no es necesario* El hecho consiste en que la recta dada puede 



desempeñar el papel de generatriz de un hiperboloide de revolución de una hoja con 
el mismo eje que 3a superficie dada {fig. 238, d). Puesto que ambas superficies de 
revolución son coaxiales, entonces se cortarán según circunferencias. Los puntos 
buscados de intersección de la recta con la superficie de revolución se obtendrán 
sobre estas circunferencias. Proponemos al lector efectuar esta construcción. 

Un momento negativo en las construcciones dadas en la fig, 238, b y c 
es la necesidad de hacer uso de la curva; esto disminuye la exactitud de la deter¬ 
minación de las posiciones de los puntos M y AL Pero, también en el caso de uti¬ 
lizar el hiperboloide de revolución hay que construir por lo menos una de las ramas 
de !a hipérbola, es decir, otra vez una curva* Esto también reduce la calidad del 
procedimiento de resolución del problema examinado. 

256. Hallar los puntos de intersección de una línea recta con una 
superficie de revolución (fig. 239, a y b). 

257*. Hallar el punto de intersección de la recta AB con la super¬ 
ficie de una conoide dada por las directrices CD y EF y el plano de 
paralelismo H (fig. 240, a)* 

Solución, Trazamos por la recta AB (fig. 240, b) un plano proyectante frontal 
R y construimos la curva MN de intersección de este plano con la conoide. FF 
jando sobre la curva CP una serie de puntos, trazamos por ellos generatrices 
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Fig. 238a — d. 



























































































































































Fíg. 239a» b. 




paralelamente al plano H ; las proyecciones horizontales de estas generatrices pasan 
por ed punto e(f). Hallamos los puntos de su intersección con el plano R. 

El punto k de intersección de la curva mn y la recta ab es la proyección 
horizontal del punto buscado; con ayuda de k hallarnos k* sobre a f b\ 

258. Hallar el punto de intersección de la recta AB con la super¬ 
ficie de una conoide dada por las directrices CD y EF y el plano de 
paralelismo V (íig. 241). 




259. Hallar el punto de intersección de la recta AB con la super- 
ncie de una conoide dada por las directrices CD y EF y el plano de 
paralelismo:-el plano proyectante frontal P (fig, 242). 

260*. Hallar el punto de intersección de la recta AB (fig. 243 a) 
con un plano oblicuo dado por las directrices CD y EF y el plano de 
paralelismo: e! plano proyectante frontal P. 

n v “- Trazamos por la recta AB (fig. 243, h) tm plano proyectante frontal 
B ? eur . V , a de “terseceion de este plano con la superficie dada. Lo 
mismo que en el problema 257, tomamos sobre la recta CD una serie de puntos 
trazamos por ellos generatrices (paralelamente al plano de paralelismo P) y coas- 
uuimob ios puntos de intersección de estas generatrices con el plano R. Obtenemos 

vece ¡o ¡°% 35 P /° pT° nCS l' 2 '' \~ 2 Y el P un t° k de intersección de las pro¬ 
yecciones 1—2 y ab. Este punto es la proyección horizontal del punto buscado 
Con ayuda del punto k hallamos k' sobre a'b'. - 1 

Jk 

26). Hallar el punto de intersección de la recta AB con un plano 
{íig CU 244 d ) ad ° P ° r 35 dÍreCÍrÍCes C ° y EF y e! P !ano de paralelismo H 

262. Hallar los puntos de intersección de la recta AB con un plano 
oh heno dado por las directrices CD y EF y el plano de paralelismo V 
(íig. 245). 
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263*. a) Dividir ia superficie del cuerpo de revolución dado en la 
fig. 246, ci en zonas de superficies distintas por su forma; b) construir 
las proyecciones de perfil y frontal del cuerpo de revolución dado t cor¬ 
tado por los planos P 1 y P 3 . 



Solución El cuerpo de revolución dado está compuesto de im cono, un cilindro, 
un anillo circular y un segmento esférico. La superficie det cuerpo contiene respecti¬ 
vamente las zonas: cónica /, cilindrica //, de anillo circular ///, esférica IV (tig 

^ ¿a superficie cónica es engendrada por el segmento AB , la cilindrica, por el 
«mentó BC , la superficie de anillo circular, por ei arco CD de radio R lt la esférica. 


188 


Cada una de estas zonas colinda con la vecina por una circunferencia Las 
circunferencias pasan respectivamente por los puntos B , C y D, 

El plano P 2 corta a la superficie cónica (fig. 246, c) según la hipérbola 5^1—4— 
77V a . la cilindrica según las generatrices que pasan por los puntos 5 y 9, a ía su per- 
fice de and lo circular según la curva $-7^8 y a ¡a esfera según la circunferencia de 
radio K—U 1 Las lineas formadas en la superficie del cuerpo por el plano P v son 
iguales a las formadas por ei plano P 2 y en la íig, 246, c sus proyecciones se confun¬ 
den con las construidas, dado que los planos P L y P 2 son paralelos y equidistan 
del plano de simetría del cuerpo dado. 



Fig. 245. 


Tomando, por ejemplo, el plano secante S lt obtenemos una circunferencia de 

radio 0 3 . Esta circunferencia da en la intersección con el plano P* el punto 4\ 

con ayuda del cual obtenemos en la proyección frontal el punto ^perteneciente 
a la hipérbola. Para obtener el vértice de la hipérbola, fijamos el punto P (la 
proyección de perfil de este vértice) y construimos su proyección correspondiente 
I sobre la superficie debeono. 

En la fig. 246, c se muestra también un ejemplo de la construcción de la pro¬ 
yección frontal de uno de los puntos (/) de la curva según la cual el plano P* 

corta al cuerpo en la zona de anillo circular. 

264, Construir ¡a línea de corte en la superficie de un cuerpo de 
revolución (fig, 247). Tornar el plano secante paralelo ai plano de pro¬ 
tección V y a la distancia V O' del eje del cuerpo de revolución. Ca¬ 
lificar las líneas obtenidas, que forman parte de la línea de corte. 


§ 23. INTERSECCIÓN MUTUA DE SUPERFICIES 

265,* Construir: a) las proyecciones de ía línea de intersección 
de las superficies de un prisma y una esfera; b) la forma verdadera 
de la sección A~A (fig. 248, a ). 
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Solución. En este caso, una de las proyecciones de la línea de intersección, 
oree ¡sámente la horizontal, es conocida, puesto que se confunde con la provee- 
dón horizontal de la superficie lateral del prisma. Esto simpllíica considerablemente 
¿ construcción: ésta se reduce a la determinación de i as proyecciones frontales 
la =1 pertenecientes a i a superíicie de la esfera, con ayuda de sus proyeccio- 
d< - s„Hmntafes.' Así la proyección c' (fig. 248, b) se ha hallado con ayuda de la 
J® 5 .nnta! en la superficie dé la esfera: esta horizontal tiene un radio igual a Oc. 
I*os puntos d f y c se han obtenido sobre la proyección frontal del meridiano prin¬ 
cipa? de la esfera con auxilio de las proyecciones d y e, el punto a , sobre la proyec- 

dÓn OufchcStfnc¡f r que tiene gran importancia en la construcción, es que la 
mica de intersección que se obtiene es conocida: 

+ * i ta superí icie de la esiera seguíi uu uc uv Tj- 2 

arco situado en la cara posterior, se provecta sobre el plano V en verdadera magn^ 
üid" su radio es igual a a-3. Los otros dos arcos se proyectan sobre el plano V 

en ^Trazando Cj^endSes 0-1 y 0-2, determinamos las proyecciones 
horizontales de los vértices de las elipses (los puntos y 2); y con su ayuda, as 
h I' v 2' En la fig. 248, b, los arcos de elipses se muestran tras los 

mmto? ° V V con lineas de puntos v rayas. En la fíg. 248, b el cuerpo esta repre¬ 
sentado* como un monolito (por ejemplo, una pieza de fundición). Por eso la sección 
en la fig- 248, c está representada en forma de una sola figura, cosa que se subraya 

con rayada. 


266 Construir* a) las proyecciones de la línea de intersección de 
las superficies de un prisma ‘y un cilindro; b) la forma natural de 
la sección A — A (fig. 249). 



mas ¡3 £T CCfÓn h0r . iZ0ntal de 13 dnea de intersección en los proble- 

- y 2b7 coincide con parte de la proyección correspondiente del cuerpo. 

267. Construir: a) las proyecciones de la línea de intersección 

ícci?n S T !í le (fig 250 ) PnSma y Un C0!1O; b) ,a f ° rma natural de la 




268. Construir: a) las proyecciones de la línea de intersección 
de las superficies de un prisma y un anillo circular; b) la forma na¬ 
tural de la sección A—A (fig. 251). 

, ar ¿^ C fJ Ún ' La 8? yeCCÍÓn f T tal de !a linea de intersección coincide con una 
parte de la proyección correspondiente del prisma. 

269*. Construir: a) las proyecciones de la línea de intersección 
de las superficies.de un cilindro y una esfera; b) la forma natural de 
la sección A—A (fig. 252, a). 

T °j 0S !os pu , ní,K de Ia Proyección frontal del cilindro (fig. 252, b) 
a l a d lftJf h 1° w d ° S . C0I " Ü i aS P(°y« cloncs frontales de los puntos pertenecientes 
íecrin? V lnterseccl , on buscada. De aquí, es fácil hallar, por ejemplo, las pro- 
« T u 1 S Y ", en las Vn&xamm horizontales de los paralelos correspondan- 
u„ a ,^ fera ’ as proyecciones a, b y k en las proyecciones horizontales de 
ridi?? Vv rClmí 4 r ' en f laS des f lta& ,a proyección frontal de la esfera, con 

de lot nl’f LJjJ \? S pU , m f 6 representan las proyecciones horizontales 
el Dimtn^mk 9 bua te TÍ‘T de J a * lnea do intersección, el punto más cercano y 
PunC l ini ] do dc j p , lano Las proyecciones m , m y n , n determinan los 
i-untos de intersección de las generatrices de contorno del cilindro con la esfera, 
tí cuerpo representado (el conjunto de* las partes de la esfera y el cilindro) 

B . Q. PopjpH 
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Fig* 252a—c. 


se considera como una pieza monolítica, Al construir la sección A—A se ha obte 
nido la sección de una parte de la esfera, delimitada por el arco de circunferencia 
de radio O a l g y dos segmentos de rectas, según las cuales el plano A~A corta a 
los acuarios» de los círculos que delimitan por la derecha y por debajo a la parte 
examinada de la esfera. Luego se ha obtenido la parte de la elipse (en la fio 
252, c la elipse viene representada entera) como sección del cilindro. El segmento 
¿p^io^se ha obtenido como resultado de la intersección del plano que delimita ai 

270. Construir: a) las proyecciones de la línea de intersección 
de las superficies de un cilindro y un cono; b) la forma natural de la 
sección A — A (fjg. ¡¿53). 

Indicación. La proyección frontal de la línea de intersección coincide con 
una parte de la proyección correspondiente del cilindro. 




271. Construir: a) las proyecciones de la línea, de intersección 
Je las superficies de un cilindro y un cuerpo de revolución (cuyo eje 
fl l es perpendicular al plano H); b) la forma natural de la sección 
A — A (fig. 2M). 

Indicación. La proyección horizontal de la linea de intersección coincide con la 
proyección correspondiente del cilindro. 

272*. Construir: a) las proyecciones de la línea de intersección 
■ e ^ as superficies de un cono y una esfera; b) la forma natural de la 
sección A — A (fig. 255, a). 

7 * 
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coindde*com'pIeta o^rSmentf t ^ bos cuer P M dad <« 

buscada. Nosotros no podemos partir del hfíím^íl? ^ a - ^? ea de intersección 

-ocantes auxiliares (fig. 2S5 b) oue enrtan"a rníu l,l m rodlJCC! on de planos 
.egún ciertas líneas, y la determinación*?J Una de las su P eríicira dad as 

de,»i, talme «i¿n do ur^&¡s£r¡s¡.i!sr pm ** 

,^J ¿ Í ( ’ en C _ Uenta 13 P r °P¡«tad y la posición de las superficies riada, 

dV'^^^aTía^ice 8 ^ SSTJV^ ^ 

^TAfíasras 

su intersección» determinan los minina n v f E>tas c J rcunfere ncias t en 

cono y la esfera F - } - comunes para las superficies del 

ssaMffS“-"íSs íe-ss %s¡. tsr 

=íMg?^S«5i=™ 

SrSsSl^=SS-S 

fSSÍ^SSagpS 

sszs&fi f#ssr ™ * “- 

273. Construir las proyecciones de las líneas de 'intersección- 
í ÍJf su P erfl f cles d * un toro y un elipsoide de revolución (fig. 256 ay 

J.“ “ íera ,fie - 256 - b >- in 

¡ass^Sdel'c^ a* Ílltersecdóri de 

«camíSSiiiS 1, ’ínileTJan Ü P í° blen ? a 2 ? 2 ’ ha * reíllrrir a i os planos 
\t., n i Chnf amares. c Lua es pianos son los mas comodos en este caso? Estos -nn 

dro (f¡g 257 ie ¿?} aS JaE es°p i ano ^ ** C °?° y P* rí3!ei0s a ias generatrices del ciíin- 
setf.n ^t^;Ín P ^!^ P ] (pÜr - eje ^P^ e[ P ]ano p ) cor tan a ambas superficies 
in '«sección ffp lf ha t ? P. os,cion de las ctiales se determina por los puntos de 
Sobre «í «1 a \ bases d , e los cuef P oi dadü s con la traja del plano secante 
Por ü 1 ÍS 35 base , s - La c °nstrucdón viene dada en la fig. 257 c} 

se han ha J^rin F * ’ S 56 h - 3 trazado una recta paralela a la generatriz del cilindro 
Pan hallado las proyecciones m' y rn de la traza horizontal de esta recta 

























































































































Si las trazas horizontales de los planos secantes se trazan pordel'contTyti 
modo tal, que cada una de ellas corte o haga contacto con las « “brices, 

cilindro, entonces en las superficies del cono > el cilindro se b usca da. De- 

Y m _/ tangentes a las circunferencias de las bases, « O ca da u P ^ 

cíes obtenemos tres generatrices: en el cono las generatrices si. ) • ) 

ei cilindro, las generatrices de los punios 6 t ¿ y o. 



Queda tomar los puntos de intersección de las generatrices: en la proyección 
tarlSSl te puntos l. b. c y d, y en ia proyección frontal tos puntos a , b ,f 

Y d 'Ahora nara hallar los puntos que se encuentran en las generatrices de contorno 

*¡s sss ¿"¿sisutsa 

ratrices (los puntos 7 t 8 , 9 y itf, bg* 257, d) avuda de éstQS 

De este modo, hallamos los puntos g , fr, o y i?, y c y j 

las lln ejemplo de la determinación dé los puntos jfl 

termediartosfe' y ’F) y« han trazado ambas proyecciones de la Imea buscada, j 

275. Construir las proyecciones de las líneas de intersección 
a) de dos superficies cilindricas (fig. 258, a); b) de dos superficies eoij 

276*. Construir las proyecciones de la línea de intersección de ^ 
superficie cilindrica con un plano oblicuo. El plano j j 

por las directrices AB y CD, siendo el plano ti el plano de paralelism 

(fig. 259, a). 
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Fig. 257a—c. 









































































Fig. 257d, e- 







































































Solución* Teniendo en cuenta las propiedades y la posición de las superficies 
dadas, a saber: que el cilindro tiene una serie de secciones circulares en los planos 
paralelos al plano H, y que las generatrices del piano oblicuo son paralelas al mismo 
plano //, tomamos una serie de planos auxiliares (7\ P, etc.) paralelos al plano 
tí (fie 259, 6). 

Estos planos cortan a la superficie cilindrica según circunferencias con centros 
0, 0 Lt etc., y al plano oblicuo, según las rectas /— 2, 3 — 4 t etc. Las proyecciones hori¬ 
zontales de los puntos buscados (e f / y otros) se encuentran en las intersecciones de 
las correspondientes proyecciones de estas circunferencias y rectas* Con ayuda de 
las proyecciones horizontales hallamos las proyecciones frontales e\ f' y otras* La 
linea de intersección buscada pasa por los puntos hallados. 

En 3a fig. 259, k se muestran el resultada de la intersección del plano oblicuo 
con el cilindro y el propio cilindro; el plano oblicuo no viene representado. 


277. Construir las proyecciones de la línea de intersección: a) de 
una superficie cónica con un plano oblicuo» cuyas directrices son las 
rectas AB y CD , y el plano de paralelismo es el plano H {fig. 260, a)\ 
b) de una conoide, cuyas directrices son la curva AB y !a recta CD 
y el plano de paralelismo es el plano H, con una superficie cilindrica 
(orificio) (fig* 260, &). 



Fig. 260a, b* 


278*. Construir las proyecciones de la línea de intersección de la 
superficie de un cono con la superficie de un toro, que delimita el 
orificio en el cono (fig* 261, a ). 
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Solución* En este problema tenemos un caso de intersección mutua de dos super¬ 
ficies de revolución, uuyos ejes se cortan y están situados en un plano paralelo a! 
plano V. En semejantes casos el procedimiento más simple es el empleo de esferas 
auxiliares, trazadas desde el punto de intersección de los ejes de ambas superficies 



Fig. 26í a — c, 

(fig- 261, b). Estas esferas cortan a las superficies dadas según circunferencias, en la 
intersección de las cuales se obtienen puntos comunes para ambas superficies. 

En la fig. 261, c se muestra el empleo de dos esferas. La proyección frontal de j 
una de el las se ha trazado como circunferencia de radio O f 5 f con centro en el punto 
0\ El segmento ó'ó' es la proyección frontal de la circunferencia según la cual la 
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esfera corta a la superficie cónica, y el segmento Ti? es la proyección frontal de la 
circunferencia según la cual la esfera corta a la superficie del toro. Se obtiene el 
punto d t que es la proyección frontal de uno de los puntos, común para las 
superficies del toro y eí cono. Con ayuda del punió d' hallamos sobre el paralelo del 
cono la proyección ti y la proyección simétrica a esta última* 

La esfera de radío O* l f solamente hace contacto con la superficie cónica según 
una circunferencia, pero corla a la superficie del toro. Por esta razón, el puntoV f 
obtenido con auxilio de esta esfera, tiene un significado especial: sí se toman esferas 
con radio menor que O* l\ entonces, con ayuda de estas esferas no obtendremos puntos 
comunes para las superficies dadas* En ei punto c f la proyección frontal de la 
linea de intersección solamente hará contacto con la recta 3'4\ pero no la cortará. 

La posición de ios puntos a 1 y b* es evidente. 

Los radius de las esferas auxiliares deben tomarse en este caso en los límites de 
07' a QV. 

279* Construir las proyecciones de la línea de intersección: a) de 
una superficie de revolución con la superficie de un hiperboloide de 
revolución (fig* 262, a); b) de las superficies de dos toros (fig. 262, b) y 
y en ambos casos construir la sección A — A. 




280*. Construir las proyecciones de la línea de intersección de una 
superficie cilindrica con la superficie de un cono de revolución, que 
delimita el orificio en el cilindro (fig. 263, a). 

Solución. De las dos superficies dadas sólo una es de revolución, la cónica. 
La otra superficie no es de revolución* Es un cilindro llamado circular oblicuo 
(se llama circular por tener una serie de secciones circulares paralelas entre sí). En 
este caso, estas secciones son paralelas al plano H. Además, hay un plano de si¬ 
metría, común para el cono y el cilindro, paralelo al plano V . 

Estas circunstancias nos dictan el empleo de esferas auxiliares, pero no con 
centro constante como en el problema 278. 

En efecto, la sección circular del cilindro puede ser aceptada como paralelo de 
cierta esfera* Por ejemplo, la circunferencia de radio c\í f (fig. 263, b) puede ser el 
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Fig. 263a, b. 


paralelo de muchas esferas, cuyos centros se sitúan sobre la recta trazada por c[ 
perpendícularmente al plano del paralelo. Sí tomamos sobre esta perpendicular 
un punto en la intersección con el eje del cono, entonces este punto (con la proyec¬ 
ción frontal 0[) puede ser considerado como centro de ía esfera de radio 0¡I \ que 
corta al cilindro según la circunferencia de radio c¡I f t y al cono de revolución, según 
la circunferencia de diámetro 2*3'. De aquí obtenemos puntos, cuyas proyecciones 
frontales se confunden en un mismo punto e f (uno de estos puntos se encuentra en 
la parte de ia línea de intersección dirigida hacía nosotros, y el otro, en Ja parte 
simétrica). 



Fig, 264a, b. 


En ia fig. 263, b se expone un ejemplo más de semejante construcción. Prefijando 
en el cilindro la circunferencia de radio c 2 4 r hallamos la proyección frontal del centro 
de la esfera en et punto 0' 2 y el radio de la esfera igual a 0¡4\ Con ayuda de esta es¬ 
fera se han obtenido puntos comunes para las superficies del cono y el cilindro con 
las proyecciones frontales en el punto /'. 

La posición de los puntos a* y b f es evidente. 

Las proyecciones horizontales de los punios las construimos, con auxilio de 
sus proyecciones frontales, sobre las circunferencias (las proyecciones horizontales 
de las circunferencias tomadas en la superficie del cilindro)* 

281. Construir las proyecciones de Ja línea de intersección: a) de 
una superficie cónica con la superficie de un elipsoide de revolución 
{fig. 264, a)\ b) de la superficie de un toro con la superficie de un para¬ 
boloide de revolución (fig, 264, 6). 

En ambos casos construir la sección A — A. 









































































VII 

CAPÍTULO 


PROBLEMAS COMBINADOS 
DEL CURSO GENERAL 


§24. PROBLEMAS CON PROTOTIPOS RESUELTOS 

282*. Determinar ia distancia desde el punto A hasta el punto más 
cercano de la superficie: a) de un cono (fig. 265, a); b) de una esfera 
(fig. 265, b); c) de un toro (fig. 265 t c ), 

Solución, a) La distancia buscada (fig. 265, a) es igual a la distancia desde 
el punto dado hasta la generatriz más cercana a este punto. Esta generatriz se 
encuentra en el plano que pasa por el punto A y el eje del cono. 

Giramos este plano alrededor del eje del cono hasta la posición paralela al piano 
V. El punto A ocupará la posición A 1 (a li ai) t y la distancia buscada se expresará 

por el segmento Oi/i, perpendicular a s f b\. 

b) En la fig. 265, b se muestra que la distancia buscada se mide por la recta 
AO. Girando la recta AO alrededor del eje que pasa por el punto O perpendicu- 
lamiente al plano H, de modo tal, que AO quede paralela al plano V , obtendremos 

que l—A-¡Q — -R—ü\O f —R. 

c) La distancia desde el punto >1 hasta la superficie del toro (fig. 265, c) se mide 

por la magnitud del segmento de la normal a la superficie del toro en el plano 
que pasa por el punto A y el eje del toro. Girando este plano alrededor del eje 
del toro hasta obtener la posición paralela al plano V, y trazando la recta ci 0\ 
obtendremos el punto y el segmento Este es precisamente la normal a la 

superficie del toro, que pasa por el punto A u y antes del giro, por el punto A. 


283*. Mediante el giro alrededor del eje 0 t O a abatir el punto A 
sobre la superficie de uu cono de revolución (fig. 266, a). 

Solución. El giro del punto A alrededor del eje 0^0% tiene lugar en el plano T 
(fig, 266, b), perpendicular al eje O t 0^. El centro del arco de circunferencia, por el 
que se desplaza el punto A t se encuentra en el punto de intersección del eje 
con el plano de giro T. La proyección horizontal de este centro coincide con los 
puntos O x y 0 2 . Ahora bien, trazando desde el punto 0¡{0 2 ) un arco de radio G x a, 
obtendremos sobre este arco la proyección horizontal del punto A cualquiera que 
sea su posición en el plano f durante el giro alrededor del eje 0,0*. Pero para que 
el punto A se encuentre, en este caso, sobre la superficie del cono de revolución 
dado, hay que, evidentemente, tomar el paralelo de la superficie cónica al nivel 
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d ®J P*™ 0 ,/' es dedr - 'a circunferencia de radio O' V. Sobre esta circuí,feren- 
p “ pillamos precisamente el punto A, cuando éste, al ser girado alrededor del 
Je u i u *’ <! uedfJ situado sobre la superficie del cono dado. Valiéndonos de las 
proyecciones las horizontales a t y a 2 hallamos las proyecciones oí y o* En i a 
posición^! el punto A estará oculto respecto del plano V, y en la posición A, 
ibible. En las posiciones y A a , el punto A será visible respecto dei plano H 
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284. Mediante el giro alrededor del eje O, 0 2 abatir el punto A 
sobre: a) una superficie esférica (flg. 267, o); b) la superficie de un 
toro (fig. 267, b). 





285*. Mediante el giro alrededor del eje OjO, abatir el punto A 
sobre una superficie helicoidal (fig. 268, n). 

Solución, La superficie helicoidal oblicua dada tiene un eje paralelo al eje O x G r 
En la posición indicada en el dibujo, el punto A gira en ol plano R (fig. 268, II 
paralelo al plano H y que corta a la superficie dada según un arco de la espiral 
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',e Arqumiedes. Construimos la proyección horizontal de este arco, trazando nara 

'i !íi al» P S S f- y 6 ' ■ ° S pJanos Pl y P * por el e i e de la superficie. Estos planos 
^ u inw *“ p ?r flc . ie fS 4 un sus generatrices 1—2 y 4-5. Hallamos los puntos §' v 6 f 
^tcrseccion de la traza con 1 F y 4'5\ y con ayuda de estos construírnoslas 




proyecciones 3 y 6. Trazamos por los puntos m, 6, 3 y n una curva y hallamos 
f puntü de interseccion í«i) de ^ta curva con la proyección horizontal dé la circuil- 
lerencia descrita por el punto A, Con auxilio del punto a, hallamos * y a[ son 
ías proyecciones del punto A en la posición buscada. y 1 

286* Mediante el giro alrededor del eje 0,0, abatir el punto 4 
ÍÜtu Ü jperíic , ie h , eIico¡dal í fi g- 269, a); b) un plano oblicuo 
para leí ism H° P ° r ^ directrices Rectilíneas CD y EF y el plano de 

28/*. Indicar las posiciones de los ejes, perpendiculares a! plano H 
mediante el giro alrededor de los cuales se puede colocar el punto A 
sobre la superficie de revolución dada (fig. 270, a). 

Solución. A diferencia de ios problemas 283 y 285, en el problema en cuestión el 
nir™ r j- e i filK ? d , e PU o f °c' 10 se fi i a; se acl, erda solamente que este eje debe’ser 
tutar 1 atrfinVV““ embarg0 .’ nu puede tomar cualquier recta perpendi- 

Pn I a rfo ™ y f, aceptar t COmü eje ’ util para la resolüc¡ ón de este problema. 
En la fig. 270, b se muestra, que existe tal zona, en la que sería inútil tomar 

l™ln S H en | Ca ^lidad de proyecciones horizontales de los ejes de giro. Por ejemplo 
!™ h d i° el P u q°.°4 f üm ° proyección horizontal del eje, obtendremos el radio P de 
hasta d el 3 °* a ’ P , era 9* a f menür <i ue I a distancia desde el punto a 

rtn a n c f rcano e t n Ia circunferencia de radio R y, por consiguiente el 

Ó « e s h a r í O ( 0 ‘° incluso no hara contacto con e$ta circunferencia. O bien el punto 

& %¿ b Sl!,‘S£Z¡*£S<,V' cc dl,adta puede l “ er "™ t “ 

Pero si tomamos el punto O t de modo tai, que 0 1 a=0 1 l, o bien el punto O, de 

‘oW a ta C Hrrnnf° 3a=:03 H' 1 “ las P osidone s 1 y 3 et punto a estará situado 

re la circunferencia de radio R. Tomando los ejes que pasan por ios puntos O, y 
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Fig- 261 ?a,b. 


<>a 




Fig. 270a, b. 


0 :i perpendicuíármente ai piano H podemos resolver el problema sobre la coloca* 
c ion del punto A en la superficie de revolución dada. Es fácil ver que la resolución 
se reduce a a construcción de una hipérbola, los Focos de ia cual son los puntos o 

V %* RS?| Vér,i f s -. Esta h: P érboia determina la Lnaen 

la fig. ¿70, ó esta rayada) en la que cualquier punto puede ser tomado en calidad 
de proyección horizontal del eje, durante el giro alrededor del cual el punto i 
se encontrara en dos posiciones sobre la superficie de revolución dada. Si se toma 
el punto en una de las ramas» de la hipérbola, entonces este punto determina el 
eje, durante el g,ro alrededor del cual el punto A se encontrará sobre la super¬ 
ficie de revolución en una sola posición. Por ejemplo, et punto O,: el arco de radio 
0»a solo tendrá contacto en el punto 2 con la circunferencia de radio R. 

288. Indicar la posición de los ejes, perpendiculares al plano H 
mediante el giro alrededor de los cuates se puede abatir el punto A so¬ 
bre ia superficie de revolución dada (fig. 271), 



I[ l dÍCar P° sición de los ejes, perpendiculares al plano H , 

sol, I i L C g r r0 a!rededor de ! °s cuales se puede abatir el punto A 
01 re la superficie de revolución dada (fig. 272, a). 

el puntcrvienp ' re " da , de , este P r ?. blema dcl problema 287* consiste en que 

Posiciones de 3 superficie de revolución. Aquí la elección de las 

punto A v la S 6 f eS se f es V e * ve ' .también a] examinar la posición reciproca del 
(fie 272 circunferencia de radio R (el paralelo) sobre la superficie de revolución 
^«qu¿ a ffl ^P.^yección horizontal del eje de giro (un punto 

ia distancia <L -| d o ^ d f a modo < t ue rad ¡° Oa sea no menor que 

radio R r de de , e ! P [lnto O hasta el punto más cercano de la circunferencia de 
^Pondrán , extr f mas d e punto O (por ejemplo, 0¡, 0 2 y otras) se 

'fe mayor n n V 5 Pl* ntos de ¡m 18 e ''Pse con focos en los puntos a y c, con el 

“-/ v e i n j,n* S °n™ f recta r 3 ' E1 punto 0l dividc P° r [a mitad al segmento 
tíI P¿ v • 3 segmento a-3. Si se toman los puntos dentro de esta 

í ptan como proyecciones horizontales de tosejes de giro, entonces 
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mediante el giro alrededor de tales ejes se puede abatir el punto dado sobre la 
superficie de revolución. Las proyecciones horizontales de ¡os ejes deben tomarse 
sobre la elipse o fuera de ésta. 

290. Indicar las posiciones de los ejes, perpendiculares al plano //, 
mediante el giro alrededor de los cuales se puede abatir el punto A 
sobre la superficie de revolución dada (fig- 273). 



Fig. 273. 
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¿S* ?“7a V B % c ?rt a r°'- que s ' cn “ en,rs " a 

(in. 274 . »). Los pS« iuUSoi M Tk SÓ , c, "" dri " «J« AB y „Vo ! 

recía CD con dicha superficie. y K son los puntos de intersección de la 




ñera que el eje^li’^perfi'cie'^nlndrícTMa^rnen . hay ,- qUG proce<ier de tal ma- 
tomado como plano de proyección Primero fita P^P etldlc nlar a un plano cualquiera 
v paralelo a la recta AB. yuégo e Zf 1 f t‘ t ntroduc ^ pl«» S±fi 
tema 7, 5 la recta AB ¿ perpendicular ^ ¿(¿U T P er P end!Cuí ^ « AB. En e ¡4- 
cilindrica sobre este plano es lLS™ c iS Proyec ? on de Ia superficie 

Los puntos de intersección <nn v í ?! ■ rarf í° 1 mn centro en el punto aMA 

f'■ '» Proyección es^efios pun'j lílLl ¿VK’fiV'S, i* ' 

' h.ii. m „ s y í„ y y t¡ y „„ .yn'dfV.'Ste, f, ”< * 

distancia ? P “"" >s * entran a , a 
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Solución. Las lineas rectas, paralelas a AB y que se encuentran a la distancia j 
/ de esta recta son las generatrices de un cilindro, como eje del cual sirve a 
recta IB y el radio de la sección normal del cual es el segmento / Partiendo 
2 „ ' havoque conseguir que la recta ,4 B sea perpendicular a cierto plano, el d- 
lindro con eje AB se representará sobre este plano en forma de circunferencia, so- 
bre la cual se encontrará la proyección correspondiente de la recta CD. 



Fig. 275. 




Fig. 276a T b. 


La construcción se muestra en la fig. 276, ». Sucesivamente se lian introducic 
los ulanos S\H y T\S, con la particularidad de que SJJ.dfi y T±Aa. n 
liando el punto (la proyección de AB sobre el plano T) describimos I j 

de radio l. Este arco es la proyección del cilindro, una de "up*» 1 

berá ser la recta CD, sobre el plano T. La proyección de la recta CD 
T deberá ser un punto perteneciente al arco descrito y que * "**"$££¡¡19 
da del de TIS igual a la distancia de la proyección cd al eje SiH. O 114 ™ 1 ™ 55 j 
punios: 3 c lf du) y c -¿í id*), es decir dos respuestas: ambas rectores penden^ 
datos del problema. Una vez halladas las proyecciones C lt (d u ) ó lr * 

mos c ls d u \\a s b s y c w ty|aA y luego, c[d' l ]\a.'b'{}c&. 

294. Construir la proyección horizontal de la recta CD, J? ar ^ 
a la recta AB y que se encuentra a la distancia l de esta última O'g- * 
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295*. Hallar en ei triángulo ABC un punto, que se encuentra a la 
distancia l de las rectas AB y EF (fig. 278, a). 

Solución El Jugar geométrico de los puntos en el plano del triángulo, que se 
encuentran a Ja distancia / de Ja recta AB es una recta paralela a AB y trazada a 




la distancia i de ésta. Tales rectas pueden ser dos; limitémonos a aquella que se 
encuentra en los límites del triángulo ABC. En la fig. 278, b t el triángulo ABC ba 
Sítlo girado alrededor de la horizontal hasta colocarlo paralelamente al plano H. 
La horizontal se ha trazado por el punto C. Se ha hallado La magnitud verdadera 
del radio de giro del punto B (el segmento OS) y la posición A del triángulo 
ABC, en la que su plano es paralelo al plano H. 

Trazando la recta 2 l 3 l paralelamente a a^i a la distancia /> hallamos los puntos 
y y con ayuda de éstos* 2 f y 3' sobre las proyecciones de los lados correspondientes 
del triángulo. 

Pasamos a la segunda condición* relacionada con la recta EF. 

































































Solución. Las líneas rectas, paralelas a AB 
r a es fa recta son las generatrices de un cilindro, como eje ck! cnai sirve ja 
recía AB yd rX de i a sección normal del cual es el segmento i Modo 
rtf mie hav que conseguir que la recta AB sea perpendicular a cierto plano, el . 1 - 
Mndro con e?c AB se representará sobre este plano enloma de^ circunferencia, 
bre 13 cual se encontrará la proyección correspondiente de la recta Cu. 



Fig. 275. 


La construcción se muestra en la fig. 276, ti. Sucesivamente se han introducido , 
los oíanos S',H\T[S. con la particularidad de que S¡¡,4f¡ y I J_AB. Ha¬ 
llando el punto a t (6 ( ) (Fa proyección de AB sobre el plano T) describimos el arco 
de radio l. Este arco es la proyección del cilindro, una de cuyas generatrices de¬ 
berá ser la recta CD, sobre el plano T. La proyección de la recta CD sobre el plano 
T deberá ser un punto perteneciente al arco descrito y que se encuentra a la distan¬ 
cia del ele TIS igual a la distancia de la proyección «i al eje SiH. Obtenemos dos 
puntos: c lt (d lt ) y c* (d. 2í ). es decir, dos respuestas: ambas «ctas responden a los 
ti-i— del problema. Una vez halladas las proyecciones C ti (d lt ) y Of(4¡). traza 


datos 
mos CiAs!l a A y 


.d, s '\a s b s y !u «g°i cXlia’ó'l^a- 


294. Construir la proyección horizontal de la recta CD t paralela 
la recta A B y que se encuentra a la distancia / de esta última (fig, 277 }¡ 


Fig, 276a, b. 
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295*. Hallar en el triángulo ABC un punto, que se encuentra a la 
distancia / de las rectas AB y EF (fig. 278, a). 

Solución. El lugar geométrico de los puntos en el plano del triángulo, que se 
encuentran a la distancia / de la recta AB es una recta paralela a AB y trazada a 


Fig. 278a — e. 


la distancia / de ésta. Tales rectas pueden ser dos: limitémonos a aquella que se 
encuentra en los límites del triángulo ABC. En la fig- 278, b, el triángulo ABC ha 
sido girado alrededor de la horizontal hasta colocarlo paralelamente al plano H. 
La horizontal se ha trazado por el punto C. Se ha hallado la magnitud verdadera 
del radio de giro del punto B (el segmento OB) y la posición A^B^C del triángulo 
ABC , en la que su plano es paralelo al plano H. 

Trazando la recta 2 í 3 l paralelamente a a la distancia f, hallamos los puntos 
2 y 3, y con ayuda de éstos, 2 f y 3 f sobre las proyecciones de ios lados correspondientes 
del triángulo. 

Pasamos a la segunda condición, relacionada con la recta EF. 
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Fig, 277. 


























































El lugar geométrico de los puntos del espacio que se encuentran a la distancia / 
de la recta EF, es una superficie cilindrica con el eje EF y radio í. El punto de 

intersección de esta superficie con la recta 2—3 es el punto buscado. Tales puntos 

pueden ser dos. Pero, en los limites del triángulo dado, como esto se desprende del 
examen de la fíg, 278, c, se obtiene un solo punto, el punto K. 

Puesto que EF_\_V t obtenemos directamente la traza frontal de la superficie 
cilindrica en forma de un arco de circunferencia con centro e'(]') y radio /. En la 

intersección de este arco con la proyección 2 f 3 r se obtiene el punto k\ que es la 

proyección frontal del punto buscado que se encuentra a la distancia / de las rectas 
AB y EF . 

En la fig 278 c se niuestra también e! punto que responde a las condiciones 
del problema sobre la equidistancia de AB y EF (a la distancia l). El punto M se 
encuentra en el plano dado por el triángulo ABC , pero fuera de los límites de este 
triángulo. En las condiciones del problema se dice: «En el triángulo dado.,,a. Por 
esta razón, totalmente responde a las condiciones del problema solamente el punto K. 

296* Hallar en el triángulo dado un punto, que se encuentra a la 
distancia Í Y de la recta AB t y a la distancia U de la recta EF (fig. 279). 




H 

Fig, 279. 


297** Trazar la recta MN t equidistante de las rectas AB „ CD y 
EF y paralela a una de ellas, a saber: a la recta CD (fig. 280, a ), 

Solución. Supongamos que la recta CD está situada perpendicu I ármente a cierto 
plano de proyección; en este caso, toda recta paralela a CD también será perpendícu- 
lar a este plano, incluyendo la recta buscada. En el caso dado, la recta CD as 
paralela al plano V, por eso, se puede introducir inmediatamente el plano S, per¬ 
pendicular a la recta CD t tomando el eje SfV_\_c'd' (fig, 280, b). Construimos las 
proyecciones a s b st y e s f s . La proyección de la recta buscada MN sobre el 

plano S representa un punto equidistante de las rectas a s b s y ej £ y del pun¬ 
to es decir, es el centro de una circunferencia que pasa por el punto c s (d s ) 

y que hace contacto con las rectas a¿b $ y ej s . Para su construcción trazamos la 
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bisectriz de! ángulo ü s I[ s y desde cualquier punto O de esta bisectriz trazamos una 
circunferencia que haga contacto con dichas rectas* Unimos los puntos / v cJdA 
con una linea recta y hallamos el punto 2 de intersección de la misma con la circun¬ 
ferencia trazada* Ahora trazamos una recta por los punios O v 2. El punto buscado 




encuentra en la intersección de Ja bisectriz mencionada más arriba con 
la recta paralela a la recta 0^2 y que pasa por el punto C s (dA. Con ayuda de la 
proyección m s (n^) hallamos mV||c'd' y mn\\cd , 

298. Trazar una recta MN equidistante de las rectas AB CD y 
EF y paralela a la recta CD (fig. 281). 

299*. Trazar una recta MN equidistante de las rectas AB CD 
y EF y paralela a la recta GK (fig. 282, a). 

Solución. También en este problema, evidentemente, hay que hacer de tal 
manera que la recta CD y, por consiguiente, también la recta buscada MN paralela 
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á esta sean perpendiculares a cierto piano de proyección. Puesto que, según las 
condiciones del problema, GK es paralela al piano H, se puede introducir inmedia¬ 
tamente el plano S (fíg. 282 r b) perpendicular al plano H y a la recta GK 

Ahora construimos las proyecciones a s b st c s d s y ej s . La proyección de la recta 
buscada sobre el plano S deberá ser un punto. Es obvio que hay que buscar los 
puntos equidistantes de las proyecciones a s b st c s d s y ej s . Trazando las bisectrices 
de los ángulos a s le s y c s 2b s , obtendremos en su intersección el punto rajfíiú. Este 
punto será precisamente la proyección de la recta buscada sobre el plano S que 
equidista de las rectas AB, CD y EF y que es paralela a la recta GK- 
Aqtií se da una de las cuatro soluciones posibles, 

300. Trazar una recta MN equidistante de las rectas AB, CD y 
EF y paralela a la recta GK (fíg. 283). 

indicadón i. En el problema 300, para que la recta GK sea perpendicular a cierto 
plano de proyección, hay que introducir dos planos auxiliares. 



301*. Trazar una recta equidistante de los cuatro puntos dados A, 
B, C y D (fíg. 284, a). 

Solución. Representándonos e] cuadro espacial, podemos deducir que la recta 
uscada es el eje de una superficie cilindrica, cuyas generatrices pasan por los 
puntos dados (fig. 234, &). , 

Para construir esta superficie trazamos por dos puntos cualesquiera de los cuatro 
lados, por ejemplo, por A y B, una recta y la aceptamos como generatriz de la 
superficie cilindrica. Ahora trazamos el plano T perpendiculármente a la recta AB 
v bailamos las proyecciones q y La proyección de la superficie cilin¬ 

drica sobre el plano T es una circunferencia que pasa por los puntos Cf r df y 
«?(&?)- El centro de esta circunferencia ¡el punto mdnt)\ es la proyección de íá 
recta buscada. 

La construcción sé muestra en la fig. 284, c. Introducimos el plano S I H y 
paralelo a la recta AB , y luego el plano T perpendicular al plano S ya AB, Cons¬ 
truidas las proyecciones Of{bf) t q y hallamos el punto m t (la proyección 
de uno de los puntos (M) de la recta buscada MN). 

Luego hallamos m Sl m y m'. Trazamos m f n*\\a'b* y mn[\ab. 

Se podrían haber unido los puntos A y C, A y D t B y C> B y D, CyOy 
ubtener cinco soluciones más. 
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302* Trazar una recta MN equidistante de cuatro puntes dados 
A, B 7 C y D (véase la fig. 284 t a). Dar dos variantes de resolución; 
a) MN || BD v b) MN || AC. 



303*. Construir la proyección frontal del triángulo ABC, si están 
dadas su proyección horizontal abe y la horizontal DC , y se conoce la 
distancia / desde el punto k hasta el plano de este triángulo (fig. 285, a). 

Solución. Si nos imaginamos una esfera de radio í como el lugar geométrico de 
los puntos que se encuentran a la distancia / del punto K, entonces, el plano bus¬ 
cado será uno de ios planos tangentes a esta esfera. En este caso, si el plano es un 
piano proyectante frontal, su traza frontal será una recta tangente a la proyección 
frontal de ia esfera (la circunferencia de radio /) y la proyección frontal del trian¬ 
gulo ABC coincidirá con esta tangente. 
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razot1, transformemos el dibujo dado de modo tal, que el plano del tri¬ 
ángulo ABC sea un plano proyectante frontal. Para ello empleamos el gira del trián¬ 
gulo y el punto K alrededor de un eje perpendicular al plano H, sin mostrar la 
posición de este eje (método de desplazamiento paralelo). Durante este giro (fig. 
285, ¿ó, la proyección horizontal en total, sólo cambiará so posición respecto del 
eje x. Pera, para que el plano del triángulo ABC sea un plano provecíante frontal 
hay que colocar la horizontal DC perpendicularmente al plano V , és decir hay que 
,levar la proyección de a la posición d v c x JjéJe x. 



Ahora, describiendo desde el punto k x una circunferencia de radio /, podemos 
trazar por el punto c[(d[) una tangente a la circunferencia. En la fig. 285, b se ha 
trazado una sola tangente, aunque se puede trazar una más, es decir, dar la segunda 
solución, Pero, puesto que la metodología de la construcción no varía, nos limitamos 
a una sola solución, aceptando como proyección frontal del triángulo el segmento 
Los puntos a t y b v se determinan con ayuda de los puntos y b 
En conclusión queda volver a las proyecciones dadas abe, k y k r t y obtener las 

proyecciones a* y b' f partiendo de las proyecciones construidas a\ y b u es decir 
obtener la proyección frontal ab f c\ 

304. Construir la proyección horizontal del triángulo ABC , si 
vienen dadas su proyección frontal a'b' c’ y la frontal .40, y, además, 
se conoce la distancia l desde el punto K hasta el plano de este trián¬ 
gulo ffig. 286). Presentar ambas soluciones. 

305*. Trazar por el punto S una recta que forma con las rectas da¬ 
das AB, CD y EF un mismo ángulo (fig. 287, a). 

-i i S °'? CÍOn ' r . ec * :a buscada es el eje del cono con vértice 5, tres generatrices 
cual son paralelas a las Fectas CD y EF respectivamente (fig, 287, 6), 
¡razamos por s v $ (fig 257, c) las proyecciones de las rectas paralelas a las 
dadas (por ejemplo, s*i l \\a‘b\ s~l¡\ab, s , 2 i \\c , d\ etc). 

Tomando sobre la recta S^l cierto segmento SM (fíg. 287, d) t llevamos sobre 
las °tras dos rectas los segmentos 3K^SN=SM. 
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Los puntos K, M y N determinan (fig. 287, 6) la sección producida en e! cono 
por un plano perpendicular a su eje. . 

Una vez obtenidos los puntos k t k’\ tn, m f \ n, n P construimos los triangulas kmn 
y k'm'n', que son las proyecciones del triángulo KMN en cuyo plano hay que hallar 
un punto equidistante de los puntos K, M y N, o sea, el centro de la circunfe¬ 
rencia circunscrita a este triángulo. Trazando una recta por este punto y por el punto 
S se puede obtener el resultado requerido. Pero, basta trazar una perpendicular 
desde el punto S al plano determinado por el triángulo KMN, cosa que se ha hecho 

en la fig. 287, e con ayuda de la horizontal Af—7 y la frontal M—$* 

A kAtíi* 1*i Püflio Á R cnhro jal nlsmn P mPíHafltP fd eMm alrPlif 1 - 

uvv ■ nuum j« iv.'wiu i it/ 'jww* v vi — * i —-— -- a- 

dor de un eje perpendicular al plano H (fig. 288, a)* 

Solución* Si se halla el punto de intersección de la recta AB con el piano P t que¬ 
da girar sólo un punto de la recta de modo tal, que este punto quede situado sobre 
el plano P. Por eso comenzamos con la determinación del punto S de intersección de 4 
la recta AB con el plano P (fig, 288, b) v luego trazamos el eje de giro por el punto 
S perpendículanuente al plano H. Al giraF alrededor de este eje, el punto S queda 
en el plano P y la recta AB describe una superficie cónica. Las líneas de intersección J 
(SA l y SA 2 ) de esta superficie con el plano P (P pasa por el vértice del cono) rejm 
presentan las posiciones buscadas de la recta AB en el plano P . 

La construcción se muestra en la fíg. 288, c. Para hallar el punto S, por fa 
recta AB se ha trazado él plano proyectante frontal R. Durante el giro alrededor •: 
del eje OS (fig. 288, d), el punto A "describe una circunferencia de radio 0a T si- , 
tnada en el plano f, que se corta con el plano P según la horizontal. Esta horizontal- 
corta a la circunferencia en tos puntos con las proyecciones % y a u a t y a Trazando 
las rectas y s*a*u sai y so®, hallamos sobre estas rectas la posición de los puntos 
b u ¿4, b t y b a . A t B t y A 2 B t son las posiciones buscadas de ia recia AB. 

307, Mediante el giro alrededor de un eje perpendicular al plano 
(fig* 289), abatir la recta dada AB sobre: a) la cara SDE> b) la cara 
SCE, 



Fig. 286* 
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indicación. Comenzar con la determinación del punto de intersección de AB 
con la cara correspondiente. 




308*. Determinar si se puede abatir la recta AB sobre la super¬ 
ficie de un cono de revolución, girándola alrededor de un eje perpeSdtl 
cu lar al plano de la base del cono (fig. 290, a). 

Solución. En la fig. 290» b se muestra» que la recta AB coincide con la super¬ 
ficie del cono, si coincide con su generatriz en una de sus posiciones. Obtendre¬ 
mos esta posición de la generatriz hallando el punto S Y de intersección de la recta AB 
con la superficie del cono. La generatriz S — /, determinada por los puntos S y'fl 
Sj, es precisamente la generatriz con la que debe coincidir la recta AB y sí puede^ 
ser abatida sobre la superficie del cono. Pero, para que este abatimiento sea posible^ 
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deberán ser iguales entre si los ángulos formados por la generatriz de! cono y ta 
recta dada AB con el eje del cono o qon 9a recta trazada por el punto parale¬ 
lamente a este eje. Puesto que en el caso dado el eje del cono es perpendicular al 
plano /f, la verificación se puede reducir a la determinación del ángulo entre la 
recta AB y el plano H (fíg. 290, c): aceptando el eje del cono como eje de giro 
para todo el sistema «cono y recta», giramos la recta AB hasta situarla paralelamen¬ 
te al plano V. Puesto que los ángulos « y q? no son iguales entre sí, la recta AB 
no puede ser abatida sobre la superficie del cono dado girándola alrededor del eje 
perpendicular ai plano de su base. 

309*. Hallar la proyección frontal de la recta AB, partiendo de !a 
condición de que esta recta puede ser abatida sobre la superficie lateral 
del cono de revolución dado, girándola alrededor de un eje perpendi¬ 
cular al plano de la base de dicho cono (fig. 291, a) 




Solución, Giremos el sistema «cono y rectas alrededor del eje del cono con 
el fin de que la recta AB sea paralela al plano V (fig, 291, ó). Una vez obtenido el 
punto a[ (la proyección frontal del punto A después del giro) trazamos 
o sea, obtenemos ángulos iguales entre eí eje del cono y: a) su generatriz, b) la 
recta AB. Llevando el cono y la recta a la posición inicial, obtenemos la proyec¬ 
ción frontal aib* (fig, 291, c) en correspondencia con tas condiciones del problema. 

3Kh Abatir la recta AB sobre la superficie del cono dado (fig. 292) 
girándola alrededor de un eje perpendicular al plano de su base. 

indicación. Realizando la verificación y convenciéndose de que el problema puede 
ser resuelto, hay nue hallar el punto de intersección de la recta AB con la superficie 
lateral del cono, Este punto, junto con el vértice del cono, determina la genera¬ 
triz del cono en Ja posición cuando la recta AB coincide con esta generatriz. 

311*. Construir la proyección frontal del ángulo AKB f cuya mag¬ 
nitud verdadera es igual a su proyección horizontal akb (fig. 293, á) : 
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z: r7 - , WiJ ^ JUU m proyección de un ángulo agudo (u obtuso) puede 

ser igual al ángulo que se proyecta no sólo en el caso en que el plano del ángulo v 
el plano de proyección son paralelos entre sí. En la fíg. 293, b se muestra que ñor 
ejemplo todos los ángulos cuyos lados están situados respectivamente en los 
QP-P-^cuaresa 1 plano H y tienen como proyección horizontal un 
ángulo igual al ángulo akb. Obviamente, entre diferentes ángulos existe uno ima\ 
a esta proyección* s 





A continuación se muestra la construcción de la proyección frontal de un ángu- 
CU Y B magnitud verdadera es igual a su proyección horizontal dada. Esta cons¬ 
trucción se ha efectuado por tres procedimientos, 

L Por los lados ak y bk del ángulo akb (fig. 293, c) situado en el plano ti tra¬ 
zamos dos planos' e! plano V y el plano proyectante horizontal S. El ángulo a 
os el ángulo lineal del ángulo diedro formado por estos planos. Los lados del angu¬ 
ín, igual a su proyección horizontal, deberán estar situados; uno, sobre el plano V t 
y el otro, sobre el plano S. Este ángulo se ha construido con ayuda del triángulo 
AKB, semejante a cierto triángulo MkB , tomado sobre el plano ti . La construcción 
se efectúa de tal manera que los lados AB y f3AÍ sean afínes. 

Aceptamos cierto coeficiente de semejanza X. Etejimos en la arista del án¬ 
gulo diedro el punto K de modo tal, que BK— k*8k> Si construimos ahora el 
Punto A de modo que AK^X-Mk y AB=X-BA 1, entonces los triángulos AKB y 
MkB serán semejantes, y el ángulo AKB será igual a cc. 

Para construir el punto A nos valemos de dos lugares geométricos de puntos: 
del lugar geométrico en el plano V de los puntos que se encuentran a la distancia 
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A K—\*Mk del punto K fes decir, una circunferencia trazada desde el punto K 
n radio X v del lugar geométrico de los punios que se encuentran a la 
Z.KU AB=1 W del punto® B (es decir, una esfera de radio AB con cen¬ 
tro en el punto B). El punto .4 deberá estar situado sobre el p ano V ,<n sea ide¬ 
berá pertenecer a la circunferencia según la cual el plano V corta a la esfera 

*• gfcr¿SJ& 

.1 Punto t. ¿-t un -reo de rrfto «.=»<>“ 

hasta su intersección en el pumo k o» l« na *a £= de 

b Traíamos por el punto k un arco de radio R 2 =2km Si se traza ahora nesae 
cí punto ú una circunferencia de radio R 3 =2bm, obtendremos la proyección de la 
esfera mencionada más arriba. 


Fig. 293a — d. 
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La circunferencia, según la cual el plano V corta a esta esfera, tiene su centro 
en el punto b y su radio es igual a ctí. El punto «' se encuentra en la intersección 
d F,fe am f de radl ° V de ‘e u;il a <*', y el punto a, sobre el eje x. El ángulo 
laí b ^ d [)royeccion írnntal buscada del ángulo igual a su proyección horizon- 

los ffÍg - f 3 '?] ¡obre '- a arista del died ™ formado por 

los planos V y P trazados por ios lados ak y hk del ángulo akb. Trazamos por 

en ' C P a V° rectas AK y A t K. que forman entre si un ángulo 

igual a e*, y giramos la recta A L K alrededor de la recta AK. En este caw se engen¬ 
dra una _ superítele comea con la generatriz A V K y e! eje AK. La línea KB de 
intersección de la superficie cónica por el nlann P será el lado del \ t-n 

igual en su magnitud verdadera al ángulo a. Para hallar ~esta~ línea de interséccióñ 
construir la reda 1—2 de intersección del plano P con el plano T de 
la base del cono. Los puntos C y B de intersección de la circunferencia de la 






9) 

Fig, 293e — g. 
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base con la recta 1—2 determinarán las generatrices según las cuales el plano P 

C °‘ ta E? dibujase muesTroeu la fie. 293, /, con la particularidad de que los planos 
V y P se muestran en r orma de los rectángulos I y II. Por e] punto k en ti rec 
táñenlo / se lian trazado las rectas a k 1 y a\k f de modo tal, que el ángulo entre ellas 
ififua i a a _ por el punto a u perpendicular mente a ak\ se ha trazado la traza 
T del plano T de la base del cono. El punto O'O es el centro de la circunferencia 
líbS™. La recta con las proyecciones VT y /-íes la linea de mtersec- 

CÍÓn i d ntritodo el plano auxiliar S±_V y \A& construim^ !^ proyecciones 
O v a, c y también i s 2 s . La circunierencia descrita uesue c . t-u^o 
rfj corta a la recta 1 S 2 S en los puntos c s y b S y que son las producciones de los 
u un tos pertenecientes a las generatrices KB y KC En la íig. 293,/ se muestra 
[a construcción de la proyección frontal del ángulo igual, en verdadera magnitud, 

31 S^Én ¿te caso se ha empleado el abatimiento del plano del ángulo buscado 

S ° br Trazar!»™ 1 afecta ab (ía^traza horizontal del plano en el que esta situado el 
ángulo que se examina) y giramos alrededor de esta recta el P u " to ^ . h ® st _? , ‘ 

tirio sobre el plano H. Para que, en este caso, el ángulo aW sea igual a a, hay 
nue inscribir el ángulo aK 0 b en una circunferencia trazada por los puntos a, b y k. 
Entonces, los ángulos akb y aK„b, como ángulos inscritos, que abarcan un mismo 
arco, serán iguales entre sí. Queda hallar el punto JQ en la interseccior¡ de la 
circunferencia trazada por los puntos a, b y k, con la traza del plano de giro d i 
punto K alrededor de la recta ab. Conociendo la magnitud verdadera del radio de 
giro cK del punto K v su proyección horizontal ck, Hallamos el ses^nent 0 ( a 
elevación del^ punto f( sobre P explano H) t lo que nos dará ta pos. W .dadde^obtener 
el punto fe'. El ángulo ak’b’ es la proyección frontal buscada de! ángulo AKB, 
igual a su proyección horizontal. En todos los ejemplos nos hemos limitado a 
mostrar la construcción de un solo ángulo, aunque existe una gran cantidad de ángu¬ 
los, cuya magnitud verdadera es igual a la proyección horizontal dada. 

312. Construir la proyección horizontal del ángulo .AKB, cuya 
magnitud verdadera es igual a su proyección frontal a k' b' Itig. 294). 
Resolver este problema empleando los tres procedimientos. 



313*. Hallar la dirección de la traza frontal de un plano proyectante 
frontal que corta al cono de revolución dado de modo que la proyección 
de perfil de la elipse de la sección sea una circunferencia (fig. 295, a). 

Solución. En el caso general, la proyección de perfil de la elipse que se obtiene 
en la intersección de un cono de revolución, representado en la ng- ü, P°|j 
un plano proyectante frontal P, es una elipse (fig. 295, 6) cuyos ejes son iguales 

las magnitudes de los segmentos b’4' y cd .. . . , „ ,A 

Si resulta que b’4'=cd, entonces la elipse de la sección se representara piare el 
plano W en forma de circunferencia. Esto se puede conseguir si dirigimos la traza 
p,, r del plano buscado por la diagonal del trapecio isósceles a eb / (fig. ¿So.fm 
en el que se inscribe la circunferencia con centro en el punto 1 . Para constni 



dicho trapecio trazamos la bisectriz del ángulo a'I'b' hasta su intersección con el 
eje de simetría del trapecio en el punto 2'. Desde este punto trazamos la perpendi* 
cular a la bisectriz y hallarnos el punto b* (fig. 295, c)« 



314. Viene dada la traza P h del plano proyectante frontal P que 
corta a un cono de revolución según una elipse. Construir la traza fron¬ 
tal de este plano partiendo de la condición de que la proyección de 
perfil de la elipse es una circunferencia (fig. 296). 


315. ¿Será una circunferencia la proyección de perfil de la elipse 
(fig. 297) que se obtiene al cortar el cono de revolución dado con un 
plano proyectante frontal P? 




































§25. PROBLEMAS PARA RESOLUCIÓN INDIVIDUAL 

316. Construir las proyecciones del triángulo isósceles ABC con 
base BC, situado en el plano (fig. 298) dado por la recta de máxima 
pendiente A Al y el punto B {viene dada su proyección horizontal). 

317. Cortar a dos rectas que se cruzan AB y CD con una recta 
KM perpendicular al plano dado por el triángulo EFG (fig. 299). 




318. Un plano oblicuo está dado por las directrices AB y CD y 
el plano de paralelismo: el plano proyectante horizontal P (viene dada 
su traza horizontal P h ). Construir la proyección de perfil de la línea 
de intersección del plano oblicuo con el plano de perfil S (fig. 300). 

319. Construir las proyecciones frontal y horizontal del punto 
K perteneciente a la superficie de un elipsoide de revolución achatado 
{viene dada la proyección k ", el punto es visible), y la forma verda¬ 
dera de ¡a sección Á—A (fig. 301). 

320. Construir las proyecciones de una esfera tangente a la esfera 
dada en el punto K situado en su parte delantera (está dada la proyeo 
ción frontal del punto). El radio de la esfera buscada es R,= 2/3 R 
(fig. 302). 

321. Construir las proyecciones de un cono circular recto tangente 
al cono dado en un punto visto A prefijado sobre la superficie lateral 
del cono dado {viene dada la proyección horizontal de este punto). El 
vértice 5 del cono buscado deberá estar situado sobre el plano H. La 
altura y el diámetro de ambos conos son iguales {fig. 303). 
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322. Por el punto A (viene dada su proyección frontal) pertene¬ 
ciente a una superficie de revolución {fig. 304) trazar la normal a 
dicha superficie; llevar sobre la normal e! segmento AK de longitud /. 




323. Vienen dados un prisma y el segmento AB en una de sus 
caras. Cortar al prisma con un plano que pasa por la recta AB de 
modo tal, que en la sección se obtenga un triángulo isósceles ABC con 
base AB (fig. 305). 

324. Valiéndose del giro alrededor de la traza frontal P v abatir 
la recta AB (AB es paralela a) plano V) sobre el plano P {fig. 306). 

325. Construir sobre el plano P el lugar geométrico de los puntos 
equidistantes de los puntos más cercanos de dos rectas que se cruzan 
AB y CD (fig. 307). 
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326. Están dadas dos posiciones de la recta AB girada alrededor 
desierta recta CD. Determinar la posición de esta recta y la magnitud 
del ángulo de giro a {íig. 308). 









































































327, Están dadas dos posiciones de la recta AB girada alrededor 
de cierta recta. Construir las proyecciones de esta recta dándose su tra¬ 
za horizontal M y un punto arbitrario C {fig. 309). 

328, Vienen dados ia recta AB y el punto C. Trazar por el punto A 
rectas que corten a AB bajo un ángulo a ~ 3G C y que se encuentren a la 
distancia / del punto C. Dar todas las soluciones (fig. 310). 

329, Vienen dadas las rectas EF y Ai ¿Y {MN es paralela al plano 
H) que se cortan en el punto K ■ Construir los puntos que se encuentran 
a la distancia 4 del punto K, a la distancia U de la recta EF y a la dis¬ 
tancia l x de la recta MN (fig. 311), Construir todos los puntos que res¬ 
ponden a esta condición. 




330. Vienen dados el punto A y la recta BC. Trazar por el punto A 
las rectas que se encuentran a la distancia / de la recta AB y que for¬ 
man con ella un ángulo a — 45°, De todas las soluciones posibles, 
dar sólo aquellas en las que las rectas que pasan por el punto A se 
aproximan al punto C y no ^1 B (fig. 312). 

33h Están dadas dos rectas que se cruzan AB y CD , Trazar por 
eí punto A rectas que corten a la recta AB bajo el ángulo a = 30° 
y que se encuentren a la distancia / de la recta CD. Dar todas las 
soluciones posibles (fig. 313). 

332. Están dadas dos rectas que se cruzan AB y CD. Trazar las 
rectas que cortan a son paralelas a CD y se encuentran a la dis¬ 
tancia / de esta última (fig. 314). 

333. Están dadas dos rectas que se cruzan 43 y CD. Trazar la 
recta EF que corta a dichas rectas y que forma con la recta AB un 
ángulo a — 46 ü y con ia recta CD un ángulo p — 53 ü . Dar la solución 
en la que la recta EF corta a tas dadas en los límites del primer cuadran- 
le (fig. 315), 
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Construir el lugar geométrico de los puntos que se encuentran 
ncia l del punto A y equidistantes de los lados del ángulo 
316). 


335. 
punto A 
tancia l 


CD. 

se encuentren 
soluciones posibles (fig. 
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VIII 

CAPÍTULO 


PROYECCIONES AXONOMETRIAS 


§26, REPRESENTACIÓN DE FIGURAS PLANAS 

336*. Construir la proyección ísométrica del triángulo ABC 
(fifi- 318, a). 

Solución. Construimos las proyecciones isoméricas de los vértices Á, B y C 
con ayuda de sus coordenadas. Marcamos sobre el eje x del dibujo dado (fig. 318, a) 
el punto O {^1 origen de coordenadas). La magnitud del segmento Qa x nos da la 



abscisa del punto -4, ía magnitud del segmento a x a t la ordenada, y U magnitud 
del segmento a x a', la Z-coordenada, Ahora podemos pasar al sistema de ejes i so mé¬ 
tricos (fig. 318, b) y a) llevar sobre el eje x eí segmento Oa Xl tomándolo de la 
íig. 318, n; b) trazar por a x una recta paralela ai eje y; c) llevar sobre esta recta el 
segmento a^üu tomándolo igual al segmento a x a en la fig, 318, a; d) trazar la 
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recta a X A paralelamente al eje z y llevar sobre ella el segmento a* A igual a a x a' en la 
fig. 318, él Obtenemos la proyección isométrica bel vértice A. Construyendo aná¬ 
logamente las proyecciones ¿e los vértices B y C, obtendremos (fig► 318, c) la 
proyección isométrica del triángulo ABC * 

337*. Determinar las coordenadas del ponto K situado, sobre el 
plano del triángulo ABC dado por su proyección dimétrica y las se¬ 
gundas proyecciones de los vértices sobre el plano xOy (fig. 319, a)» 

Solución. Si el punto K pertenece al plano del triángulo ABC t entonces se 
encuentra sobre una recta cualquiera (por ejemplo, la AD) en este plano (fig. 
319, b). 



Construyendo sobre el plano xOy la segunda proyección d x del punto D y la 
segunda proyección de la recta AD hallamos (fig. 319, c) la segunda proyección 
k x del punto /C Ahora se pueden hallar las coordenadas del punto K expresadas, 
por los segmentos 0k x {la abscisa), 2k l k x (la ordenada) y k x K {la Z-eoorde na da). 
El coeficiente 2 adjunto al segmento k t b x se ha tomado debido a la doble reduc¬ 
ción de los segmentos paralelos al eje Oy al construir la proyección dimétrica. 

338*. Construir las proyecciones isométrica y dimétrica de la cir¬ 
cunferencia de radio R situada en el plano dado por el triángulo ABE 
(fig. 320, a). El centro de la circunferencia se encuentra en el punto C. 

Solución. La circunferencia, que hay que representar en las proyecciones iso- 
métrica y di métrica, está situada sobre un plano de posición general. Por esta 
razón, aquí no podemos aplicar las reglas conocidas acerca de que el eje mayor de 
la elipse, que representa la circunferencia en las proyecciones isométrica y di mét¬ 
rica, es perpendicular al así llamado eje libre, y de que el eje menor de la elipse 
es igual en la proyección isométrica a 0,7d T donde d es el diámetro de la circun¬ 
ferencia que se representa, etc. Estas reglas son justas para los casos en que se 
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representan circunferencias situadas en planos frontales, horizontales y de perfil, 
Para el caso dado, es justo solamente el hecho de que el eje mayor de la elipse en 
la proyección isométrica es igual a l,22d, y en la proyección dimétrica, a 1,06 d, 
Pero la posición de este eje debe ser hallada y ésta, naturalmente, varia en depen¬ 
dencia de la posición deí plano en el que está situada la circunferencia que se 
representa. 

Teniendo esto en cuenta, nos valemos del procedimiento de construcción cono¬ 
cido del curso de Geometría Descriptiva, aplicable cualquiera que sea la posi¬ 
ción de la circunferencia. Con ayuda de este procedimiento, ante todo, debemos 
construir en el dibujo dado la perpendicular al plano en el que está situada la cir¬ 
cunferencia. Esta perpendicular, construida luego en le proyección isométrica o 

líímñfrí/ni nnt- /!'* Ii ííol á¡a maruxr ylú la p,itrv«a Ftl lo fí¡T ^9É\ h Cd 

Ui l AiJV. 4 B 1VH | I1VÜ ÍJU 1941 9JL 1J VVVIV44 I UVl V* J I I I *-1+H. J l UV u M u «rá- 

muestra la construcción de esta perpendicular, trazada desde el centro de la circun¬ 
ferencia. A continuación, hay que llevar sobre esta perpendicular el segmento CD 
igual al radio R de la circunferencia. Esto se muestra en la fig. 320, c. SÍ se cons¬ 
truye ahora las proyecciones isométrica (fig. 320, d) y dimétrica (fig. 320, f) del 
segmento CD, obtendremos la dirección del eje menor de la elipse y el centro de la 
circunferencia que se representa. 

Trazando (fig. 320, e) desde el punto C la perpendicular CD, obtenemos la 
dirección del eje mayor de la elipse, y llevando sobre este eje la magnitud 1,22/? 
a ambos lados del punto C, obtenemos el eje mayor de la elipse (el segmento ^A a ). 

Para determinar la magnitud del eje menor, de la elipse, procedemos de la 
manera siguiente: trazamos desde el punto D un arco de radio 1,22/?, intersecando 
con él la dirección del eje mayor. El segmento Cm, obtenido en este caso, expresa 
el semieje menor. 

Por consiguiente, obtenemos la dimensión y la posición de ambos ejes de la 
elipse* Los puntos para dibujar la elipse pueden ser obtenidos valiéndonos de la 
construcción conocida de la elipse con auxilio de sus ejes mayor y menor (fig, 320, e). 

Procedemos análogamente para la construcción de la proyección dimétrica (fig. 
320, g). La diferencia consiste solamente en la magnitud del radío (1,0GR en lugar 
de 1,22/?) del arco trazado desde el punto D, y en la dimensión del eje mayor de 
la elipse* El eje menor -de la elipse se obtiene por construcción y, claro está, su 
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i) 

Fig. 3200 —g* 



magnitud vana en dependencia del ángulo entre el plano, en el que está situada la 
circunferencia que se representa, y el plano de proyección dimétrica (o isomélri- 
ca) cómanse expone en el curso de Geometría Descriptiva, 

339*. Construir las proyecciones ísométrica y tíiméírica de una 
circunferencia de radio R situada en cierto plano proyectante horizon¬ 
tal (fig. 321, a). ' 



Solución. En el problema 338 nos vimos con una circunferencia situada en un 
plano de posición general. Evidentemente, el procedimiento general que emplearnos 
en aquel problema, es aplicable también para el caso dado. Pero la construcción se 
simplifica, puesto que se simplifica el trazado de la perpendicular al plano en el 
que está situada La circunferencia, y se lleva más fácilmente sobre esta perpendicu¬ 
lar el segmento igual a R. Las construcciones para la proyección Ísométrica se 
muestran en la fig. 321, &, Ct d. En la fig, 321, b se ha trazado la perpendicular 
cd , cd (además, cd—R) y se ha tomado el punto O (el origen de coordenadas), 
En la fig, 321, c el segmento CD se ha construido en la proyección ísométrica con 
ayuda de las coordenadas tomadas de la fig. 321, b. La proyección ísométrica 




























































obtenida del segmento CD nos da la dirección del eje menor de la elipse y la 
posición de su centro {el punto C). , i . , „ n 

En la íig 321 d, por el punto C se ha trazado perpendlcuiármenle a Lü 
el eje mayor de la elipse, igual a 1,22 R, donde d^'2R es el diámetro de la circun¬ 
ferencia que se representa, y se ha determinado la magnitud del semieje menor de 
la elipse, v se ha representado la propia elipse. 

Construcciones análogas se han efectuado también para la proyección dtmetrica 
(fig. 321, a y /). 

§27. REPRESENTACIÓN DE CUERPOS 

340*. Determinar las coordenadas del punto A perteneciente a la 
superficie: de un cilindro {íig. 322, a), de un cono en el caso de que 
exista el vértice {fig. 322, fc), de un cono truncado (fig. 322, c), de una 
esfera {íig. 322, h), dados en la proyección isométrica. 

Solución. Por el punto >1 dado en la superficie del cilindro (fig. 322, a) se 
ha trazado la generatriz (paralela al eje z) y se ha hallado sobre el plano xOy 






Fig. 322a —d. 
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v t T f0 A *? deíermina P°r la magnitud del segmento Aa, 

Lpecívamentl ^ 135 magIliíude = -gmentos Ou x y 

En la fig. 322, b por el punto A se ha trazado también una tfeneratrí? íc 
y se ha construido (sobro el plano xOy) 5U segunda pCcciónoTÍ /J 



Fig. 322e — h. 
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O—/ se puede hallar el punto (la segunda proyección del punto A). Las mag¬ 
nitudes de los segmentos Aa lt Oa x determinan respectivamente las coordena¬ 
das z t x e y del punto A. , 

Si el punto está dado sobre la superficie de un cono truncado y según la con¬ 
dición no se puede obtener en el dibujo su vértice, entonces procedemos de la 
siguiente manera. 

Examinemos primero la sección producida en el cono por un plano que pasa 
oor el punto A y e! eje del cono (fíg. 322, d). Trazando las rectas AO y SC|| 

II obtenemos ~ = c 2 . Esta proporción se conservará también en la proyec¬ 
ción isométrica. Por esta razón (fig* 322, e) trazamos la recta OA y construimos el 
amo con el vértice S y la generatriz paralela a la generatriz frú cono ^niñeado; 

comparando la fig. 322, á con la fíg. 322, /, obtenemos que j-~ 4 = . Ahora 

dividimos O A en la proporción ^ . Por el punto obtenido K trazamos la 

generatriz SC del cono interior y el semidiámetro O—2 de la elipse, donde los 
puntos C y 2 corresponden a los puntos C y 2 en la fíg. 322, d. A continuación 
tenemos la posibiiidad de proyectar el punto ,4 sobre e! piano xOy (fig, 322, g ) y ob¬ 
tener tos segmentos coordenados Aa x , a x a x y a x 0. 

Para determinar las coordenadas del punto .4 perteneciente a la superficie de 
ia esfera (fig. 322, h) hay que construir (fig. 322, 0 las proyecciones suplementarias 
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de la esfera y los ejes de coordenadas sobre el pkano perpendicular al plano de 
pt eyección i so métrica (al plano de imagen) y paralelo al eje z Esto es como si 
mera la proyección de perfil, sí se considera que la proyección isométriea sirve de 
proyección frontal. El plano T que pasa por e! punto A corta a la esfera según 
una circunferencia de diámetro 1 — 2. Construimos la proyección de esta circunfe¬ 
rencia y hallamos sobre ella La proyección del punto dado (ia proyección .4"). Con 
ayuda de A 9 hallamos el punto a t que es la proyección de perfil de la segunda 
proyección % del punto A. 

Ahora se pueden representar los segmentos Aa lt y Oa x . La magnitud de 
estos segmentos permite determinar las coordenadas del punto A respecto det 
centro O, 

341*. Construir la proyección dimétrica de una arandela por el 
dibujo de la fíg- 323, a. 

Solución. Ante todo, del examen del dibujo en la fig. 323, a, establecemos 
que la arandela dada representa un cuerpo de revolución, cuya superficie lateral está 
compuesta de la parte cilindrica con diámetro D y altura h y de la superficie de 
un toro generada por el giro de un arco dé circunferencia de radio R alrededor del 
eje z J con la particularidad de que el centro de este arco describe una circunferen¬ 
cia de diámetro d v La arandela tiene un orificio cilindrico de diámetro 4- P° r 
arriba y por abajo la arandela está delimitada por planos. 























































Dirigiéndonos a ¡a construcción de la proyección dimétrica, ante todo ima¬ 
ginémonos que en la superficie del toro, que delimita parcialmente a la arandela : 
están inscritas esferas de radío /?, cuyos centros están situados en la circunferencia 
cíe diámetro a lt 

La línea de contorno de la proyección dimétrica se ha construido con ayuda 
de las esferas íncsntas en la parte de la superficie de ía arandela, que representa 
la superficie de un toro generada por el giro del arco de circunferencia de radio R 
alrededor del eje z (fig. 323, a), Los centros de estas esferas inscritas en dicha su¬ 
perficie se sitúan en la circunferencia de diámetro dj y centro en el ruin lo O, 

f la distancia k de] plano de apoyo de la arandela, Eñ la fig. 323 b se muestra 
la elipse que es la proyección dimétrica de esta circunfprpnHa Tnm 2 nd fi 
esta elipse una serie de puntos (fig. 323, c). trazamos desde ellos‘ d'rcunTerencÜ 
de radio 1,06/? que representan los contornos de las proyecciones dimétricas de 
esieras de radio R La linea de contorno de la proyección de la superficie del toro 
es a envolvente de una familia de circunferencias. 

Luego construimos la elipse, que representa Ja proyección del borde superior 
"«S» ^ dl ^ metro d \ con cen f ro el punto Q % (fig. 232, rf> y parte de la 
elipse (fig. 323 e) con centro en e! punto O f que representa la proyección de Ea 
circunferencia de la base de la parte cilindrica de la arandela. Desde" los extremos 
te^emayor de esta elipse trazamos líneas rectas {fig. 323, f), que representan las 
meas de contorno de la proyección de la parte cilindrica de la arandela Estas rec- 
tas hacen contacto con el contorno de la superítete del toro, construido anterior¬ 
mente. bi nos imaginamos que de la arandela dada se ha «cortado» una parte con 
ios planos xüz e yOz t obtendremos una representación más ciara de la arandela 
íem°’ 344)^ CaS °' Vana el ÜFden dC cor! * triiccíón (véase a continuación el prob- 


342.* Construir la proyección isométnca de un cuerpo de revolución 
representado en la fig. 324, a . 

Solución. El cuerpo de revolución dado está delimitado por una superficie 
combinada compuesta por un plano, un cilindro de revolución, la superficie de un 
toro y una esfera. ' K 

Efectuamos la construcción en el orden siguiente: 

1. Tomando el punto O {fig, 324, b ) en calidad de origen de coordenadas lle¬ 
vamos al eje z un segmento igual a H, y trazamos desde el punto C como centro 



a) 


6 ) 


Fig. 324a, b. 
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una circunferencia de radio 1,22/?. Asi se representará en la proyección isométrica 
la esfera de radio /?, 

2. Para construir el contorno de la superficie del toro en la proyección ¿so- 

representamos la parte superior del cuerpo dado en posición inclinada 
[fig, 324, c), con la particularidad de que k inclinación del eje del cuerpo se determina 
por ía relación 

C*2_ / 2 ~ 

0*2 V 3 ' 

lo que corresponde al valor del coeficiente de reducción de ios ejes x y z en la pro- 
yeccron isométrica. Ahora étertftainm la Pñncíniwí t% HAirnA rtrt «í Ain 

f r ■ .* --" vvviuii! WlJiU i-u VI 1/iUUICilld _ 

lo que nos ofrece la posibilidad de, además de representar la esfera en la proyección 
isométrica, dar el contorno visible de la superficie de! toro. 

3. Luego construimos (fig. 324, d) la proyección isométrica del cilindro que se 
encuentra en la base del cuerpo dado. Aquí es aplicable la regia según la cual el 
eje mayor de la elipse, que representa en la proyección isométrica a la circunfe¬ 
rencia, es perpendicular af eje «librea, como cual sirve el eje z, El eje mayor de 
la elipse se toma igual a 1,22D y el eje menor, a O 7D 


Fig, 325a — d. 
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343*. Construir la proyección isométrica del cuerpo representado 
en la íig. 325, a. 

Solución. Ante todo, establecemos que el cuerpo dado está compuesto por un 
prisma hexagonal regular.y la mitad de una esfera, cortada por tres planos. 
Preparamos las dimensiones de los elementos del cuerpo, necesarios para la cons¬ 
trucción de la proyección isométrica (fig. 325, b). 

Comenzamos la construcción de la proyección isométrica. 

1. Tomando como origen de coordenadas el punto O (fíg. 325, b y c), cons¬ 
truimos el arco de radio con centro en el punto 0 2l situado a la distancia h * 
del origen de coordenadas. 

2. Luego (fig* 325, d), describimos el arco de radio i? 3 con centro en el punto 
0 3 , que tiene las coordenadas x=h 3 , y—O y z^h lt y trazamos la recta 3—4 para¬ 
lelamente al eje y , 

3. Con ayuda de las coordenadas de los puntos C y D construimos el seg¬ 
mento CD (fig. 325, é) y trazamos perpendícularmente a éste una recta por el punto 
C. Trazamos los segmentos CAt=C£fc= l,22/? c y obtenemos el segmento que 
es e¿ eje mayor de la elipse que representa la proyección de la circunferencia de 
radio. R c con centro C (véase la fig. 325, 6). El eje menor se obtiene haciendo 
desde el punto D como centro unas intersecciones sobre el eje mayor de la elipse 
con un arco de radio 1,22/?£ y llevando sobre la recta CD el segmento Cm— 
=0^—Cm^ Trazamos la recta 5—6 paralelamente al eje y. 

4. Desde el centro 0 lP situado sobre el eje z a la distancia Aj. de la base del 
cuerpo dado (fig. 325,/), trazamos una circunferencia de radío 1,22/?, que repre- 



Fig, 325e — g, 
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senta el contorno de la proyección isométríca de la esfera de radio R. Esta drcun- 
lerenda deberá hacer contacto con las tres elipses construidas anteriormente. 

Con ayuda de las coordenadas de los puntos 9, 8, 7 y los simétricos a estos, 
construimos las proyecciones de los lados visibles del hexágono de la base superior. 

5, Terminamos de construir (fig. 325, #) las proyecciones de las secciones vistas 
de la base hexagonal inferior, conociendo su altura h t . 

344*. Construir la proyección di métrica de la pieza representada 
en la fig. 326, a. 

Solución. Para evitar construcciones innecesarias al efectuar la representación 
de la pieza con orificio, lo más conveniente es realizar la construcción en ei orden 
siguiente: 

1. Dibujar (fig. 326, b ) las secciones que forman los cortes frontal y de perfil, 
para los casos cuando los planos secantes coinciden con los planos de simetría 
de la pieza. 

2. Dibujar la cara / de la brida superior de la pieza (fig. 326, c). 

3. Dibujar (fig. 326, d) los demás elementos vistos de la brida superior y ía 
parte cilindrica de la pieza, y también las elipses de los cilindros interiores. 

4. Dibujar la cara // de la base de la pieza y las circunferencias de 
los orificios cilindricos en esta base (fig. 326, e). 

5. Terminar de construir la base de la pieza y rayar las secciones (fig + 326, f). 


















































































RESPUESTAS 
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9. a) CD es el segmento de una recta de posición general; se encuen¬ 
tra en el primer cuadrante del espacio y con su extre¬ 
mo se apoya en el semipleno horizontal anterior. El 
extremo C equidista de ambos planos de proyección. 

b) El segmento AB está situado en el tercer cuadrante dei espa¬ 
cio paralelamente al plano frontal de proyección. Con su ex¬ 
tremo B se apoya sobre el semiplano horizontal posterior. 

c) El segmento EF está situado en el semiplano frontal supe¬ 
rior paralelamente al eje de proyección. 

d) El segmento íK está situado en el segundo cuadrante del 
_ nnrn ^ H ^ÍAitUrmúnta al nlann frontal- dp nrovecciOIL 

Cí UdCI y |Jtl Jji.nut'-Uiui “■ f"’- " ——— — I / 

El extremo K equidista de ambos planos de proyección. 


*a 


>c 


u 


13. a, b. 
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95. a) Es paraleía, b) na es paralela, c) es paraleía. 



101 No son paralelos. 
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110 . a) Los planos son perpendiculares, b) los planos no son perpendiculares* 
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112. a—o* 
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182. 
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165. v 

166. r 

168. j, 

170. 
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193. 


I IX 


175 . 


188. 


Arista 

Angulo 

a 

3 

< 4 S 

70 * 

9 ° 

BS 

65 ° 

24 = 




CS 

. 50 “ 30 ' 

14 * 

DS 

53 * 30 ' 

£ 9 * 


Cara 

Angulo 

a 

3 

ABCD 

— 

30 ° 

CDHG 

— 

58 * 

ADEH 

45 ° 30 ' 

— 



174. 


C^ra 

Angu lo 

“ 

o 


57 ° 

22 ° 30 ' 

SAC 

51 * 30 ' 

72 ° 




ABC 

24 * 30 ' 

73 * 


¿CDG= 49°, 


177. £ASB = Í7°3Ü\ 

¿CS-r4=37°3Ü\ 

178. /tíCZ)= 131°, 

¿BAC = 6I°30 f . 

ISO. a) 73°; b) 82°. 

182. El ángulo que forma la cara ABC 
con la arista j 4S es igual a 46°, con 
la arista £S* a 46°, y con Ja arista 
CS, a 70°. 

185. El ángulo entre las caras SAB y 
SBC es igual a 108°, entre SBC y 
SCOi a 104°, y entre SAD y SAB, 
a 89°. 

186. El ángulo entre las caras CDHG y 
EFGH es igual a 28°, y entre las 
caras BCGF y CDHG es igual a 24°* 


191 . 


y 
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10 B« O- fopAoH 


243. 


























245. 



290 


252. a, b. 



































MH| 















































A-A 




















































































258 



290 











































L 




Si 


288 , 


292 * 


























300. 



302. a, b. 
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312. 


315. No, no se proyecta* 
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325* a, b, 




El lugar geométrico buscado es la recta 
MÑ de intersección del plano P con el plano Q 
(fig. b de la respuesta). El plano Q es paralelo 
a ambas rectas dadas y pasa por el punto F f 
que es el punto medio del segmento EK de la 
perpendicular común a las rectas. 

Al resolver el problema no es obligatorio 
construir la recta £/(: el plano Q debe trazarse 
por el centro entre los planos paralelos S y R , 
que pasan por las rectas AB y CD respecti¬ 
vamente. 

Plan de resolución. I. Trazar por AB el 
plano SJ|CD {o aí contrario). 2, Determinar la 
distancia entre el plano S y el R (el plano 
R no se necesita para esto), 3. Trazar el plano 
Q equidistante de ios planos Sy R y para telo a 
ellos. 4. Construir la línea de intersección de 
los planos P y Q. 
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Durante el giro, los puntos A y B giran en los planos P y Q perpendiculares al 
eje buscado CAÍ (fig, h de la respuesta). La recta CM es equidistante tanto de los 
puntos A y A í} como de 0 y £f,. Por esta razón, ella se determina como la linea de 
intersección de Jos planos S y R que pasan respectivamente por los puntos medios 
de los segmentos AA Y y BB L (fig. c de la respuesta) perpendicularmente a éstos. 


327. a, D, c. 
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Las rectas buscadas AE y AF son las líneas 
de intersección de dos superficies cónicas con 
vértice en el punto A (fig. b de la respuesta): 
una, con el eje AB y el ángulo a de inclinación 
de las generatrices al eje; la otra, circunscrita 
a la esfera de radio / con centro en el punto C. 


329. a. Los puntos buscados Á y B son 
los puntos de intersección de dos circunferen¬ 
cias (fig, b de la respuesta): la circunferencia 
obtenida en la intersección de la esfera de 
radio í 3s con centro en el punto K, con el ci¬ 
lindro de radio y eje MN, y la circunferencia 
obtenida en la intersección de la misma esfera 
con un cilindro cuyo eje es ia recta EF y cuyo 
radio es igual a l ,¿, 


329. b. 


330, a. Las rectas buscadas, en primer lugar, se encuentran en los planos P y T 
que pasan por el punto A y que son tangentes a la superficie cilindrica de 
de radio / y cuyo eje es BC (fig- b de la respuesta); en segundo lugar, perte¬ 
necen a la superficie cónica cuyo vértice es el punto .4, su eje es Ja recta para^ 
Ida a BC, y las generatrices de la cual forman con eí eje el ángulo a. Las 
rectas buscadas se obtienen como resultado de la intersección de esta 
superficie con los planos P y 7". 

330. b. 


33 L Las rectas buscadas, en primer lu¬ 
gar, pertenecen a la superficie cónica 
(fig. b de la respuesta) cuyo eje es 
AB y cuyas generatrices forman con 
el eje un ángulo ot; en segundo lugar, 
al plano P que pasa por el punto A y 
que es tangente al cilindro, cuyo eje 
es la recta CD y cuyo radio es igual a i. Por consiguiente, estas rectas se de¬ 
terminan como las líneas de intersección del plano P con la superficie cónica. 


















































332, Las rectas buscadas son las generatrices del cilindro {ftg. b de la respuesta), 
con eje CD y radio /* que pasan por los puntos de intersección de la recta 
AB con la superficie de este cilindro. 
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333. Para determinar la dirección de la recta EF es necesario (fig- b de la res* 
puesta) trazar por un punto arbitrario (S) las rectas S—\\\AB Y o—2j| LU t 
circunscribir a estas superficies cónicas con los ángulos de inclinación de 
las generatrices al eje a y p respectivamente, y hallar la linea de su inter¬ 
sección SK (SN). La recta EF es paralela á esta línea. A continuación la 
resolución deí problema es análoga a la resolución del problema 140. 



















































334. Él lugar geométrico buscado de Jos puntos (fíg, b de la respuesta) es la 

radlW^^ll mtersecclün de la con centro en el punto A y cíe 

radio l con el plano que pasa por la bisectriz del ángulo BCD per pendí, 
cularmente al plano de este ángulo. ppl 
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335. Las rectas buscadas son las generatrices de la superficie cónica con vértice 
en el punto ,4, circunscrita a la esfera con centro en el punto B y de radio 
í, que pasan por el punto de intersección de esta superficie con la recta CD 
(fig. b de la respuesta). 
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EN 1975 SE PUBLICAN LOS SIGUIENTES TITULOS 
DE LA SERIE ..LECCIONES POPULARES 
DE MATEMATICAS 11 : 


Kurosch A. 

ECUACIONES ALGEBRAICAS DE GRADOS ARBITRAR IOS 

Este libro ha sido escrito por Akxandr Kurosch, doctor en ciencias físico-mate- 
urálicas, profesor de ía Üniveiiúdsü Lomonósov de Moscú, a base ue las leed unes que 
el autor dictara para los participantes de la olimpiada matemática, alumnos de los 
últimos grados de la secundaria. 

En el mismo se traza de acuerdo con el nivel de conocimientos de un alumno de" 
la secundaria, un resumen de les resultados y métodos de la teoría general de las 
ecuaciones algebré icas. Prácticamente no se presentan demostraciones ya que para 
ello hubiera sido necesario transcribir casi la mitad dd manual de álgebra superior 
para la universidad, Pero incluso tal condición no hace que la lectura de este libro 
se convierta en un lugero pasatiempo* ya que toda literatura matemática y entre ella 
la de popularización exige dél lector una gran concentración, el razonamiento de 
todas las definiciones y enunciados, la comprobación de los cálculos en todos los 
ejemplos y la aplicación de los métodos examinados a otros casos* propuestos por el 
mismo lector. 

El libro está destinado para los escolares y loa estudiante» menores, así como 
para un amplio círculo de lectores de diferentes especialidades* 

Markushévieh A* 

AREAS Y LOGARITMOS 

Este trabajo del vice-presidente de la Academia de Ciencias Pedagógicas de la 
URSS, doctor en ciencias físico-matemáticas, catedrático Alcxey Markushévieh, fue 
enunciado primeramente en la Universidad de Moscú ante los alumnos de grados 
superiores de la secundaria. 

En la obra se expone la teoría geométrica de los logaritmos en la que los últimos 
aparecen como ciertas áreas. Las propiedades de logaritmos se obtienen del análisis 
de las propiedades respectivas de las áreas. Junto con esto el libro proporciona la» 
más simples nociones y propiedades del cálculo integral. 

No es forzosamente necesario que el lector sepa qué es un logaritmo. No obstante, 
el lector debe tener conocimientos primarios sobre las funciones y su representación 
gráfica, progresión geométrica y un límite. 

En ei caso de que el lector desee obtener la mayor información sobre los loga¬ 
ritmos podría referirse a la obra «Series* del mismo autor. 

El libro será útil como libro de lectura para escolares y aquellos lectores que 
estén interesados por los problemas que en el mismo se exponen. 















Shervátov V. 

FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Este Huí o Ctmtfene la exposición elemental de las así ñamadas «junciones hi¬ 
perbólicas» que, en general, son análogas a las funciones trigonométricas ordinarias. 
Las funcionas hiperbólicas se encuentran en distintas investigaciones físico-técnicas, 
en particular, desempeñan un papel importante en la geometría no eucii diana de 
Lobatschevsky, Independientemente de estas aplicaciones la teoría de las funciones 
hiperbólicas es de gran interés para los escolares y maestros de la secundaria pues la 
analogía entre las funciones hiperbólicas y trigonométricas permite dar un nuevo 
enfogue a varios problemas de la trigonometría. 

El libro consta de tres capítulos. El primer capítulo está dedicado al giro hi¬ 
perbólico y su aplicación en el estudio de las propiedades de la hipérbola. En d se¬ 
gundo, se exponen los elementos de la teoría de las funciones hiperbólicas. 

Eí tercer capítulo tiene estrechos vínculos con el libro de A. Markuschévich «Are¬ 
as y logaritmos» determinando la relación que existe entre la teoría délas fundones 
hiperbólicas y la de los logaritmos. 

Esta obra está dedicada para los escolares y los estudiantes menores de los 
centros de enseñanza superior. 

Shílov G, 

ANALISIS MATEMATICO EN EL INTERVALO 
DE LAS FUNCIONES RACIONALES 

Este libro es una introducción al curso general del Análisis Matemático escrito 
por el eminente matemático soviético G. Shílov. 

Las nociones de derivada e integral, siendo fundamentales para eí análisis ma¬ 
temático están muy lejos de ser elementales; en el curso sistemático Ies preceden la 
teoría de los límites, la teoría de los numeras reales y ta teoría de las funciones con¬ 
tinuas. Tal preparación preliminar es necesaria para formular las nociones de la 
derivada e integral en una forma bastante generalizada, aplicándolos a un círculo 
de problemas lo más amplío posible. 

Sin embargó, si nos limitamos a una dase relativamente estricta de las funcio¬ 
nen racionales y utilizamos la lengua evidente de las gráficas, se puede contar de una 
manera substanciosa y estricta sobre la derivada e integral casi al mismo tiempo. 

Esto se hace en eí libro de texto destinado para los escolares y estudiantes me¬ 
nores que no aspiran a especializarse en las matemáticas. 


Sominsky I. 

MÉTODO DE LA INDUCCION MATEMATICA 


F.sfp libro trata acerca del método de la indi ion íón tn n <M :—i ~ 

— - - ■ -—ta dpi ILfHJU 

ampliamente en distintas ramas de las matemáticas, desde el curso de la matemá¬ 
tica elemental basta las más complejas esferas de las investigaciones matemáticas 
Es imposible estudiar las matemáticas sin tener previo conocimiento acerca 
de este método. 

Al mismo tiempo, la idea de la inducción matemática tiene gran importancia 
para la instrucción general; debido a eso presenta interés para la masa de lectores 
que no tienen suficiente preparación en la rama de matemáticas. 

El libro está dedicado a ios escolares de ios últimos anos de la secundaria. Se 
recomienda también a te estudiantes menores de ios centros tk enseñanza superior. 
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AL FINAL DEL LIBRO 
SE DAN LAS RESPUES¬ 
TAS DE LOS PROBLEMAS 
PROPUESTOS PARA SU 
RESOLUCION INDIVI¬ 
DUAL. LAS RESPUESTAS 
VIENEN DADAS 


GRÁFICA EN DEPENDEN 
CIA DEL CARÁCTER DE 
LAS CONDICIONES DEL 
PROBLEMA. 

LA COLECCION 
EN CUESTION SE HA 
COMPUESTO EN CORRES¬ 
PONDENCIA Y CON 
ARREGLO AL MANUAL 
DE V. O. CORDON 

Y M. A. SEMENTSOV- 
OGUIYEVSKI "CURSO 
DE GEOMETRÍA DESCHIP 
TIVA". NO OBSTANTE, 
ESTA CONCORDANCIA 
NO EXCLUYE EL EMPLEO 
DE OTROS MANUALES, 
PUESTO QUE PARA 
COMPRENDER LOS PRO¬ 
BLEMAS CONTENIDOS 
EN ESTA COLECCION 

SE EXIGE NADA MÁS 
QUE LOS TEOREMAS 

Y TESIS PRINCIPA LES 
QUE DEBEN CONTENERSE 
EN CUALQUIER MANUAL 
DE GEOMETRÍA 
DESCRIPTIVA. 
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